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第一部分 代数 

考点一 数与代数 

一、要点回顾 

（一）数的认识 

1.整数 

（1）整数的读法 

从高位到低位，一级一级地读．读亿级、万级时，先按照个级的读法去读，再在后面加一个“亿”

或“万”字．每一级末尾的 0 都不读出来，其它数位连续有几个 0 都只读一个零． 

（2）整数的写法 

从高位到低位，一级一级地写，哪一个数位上一个单位也没有，就在那个数位上写 0． 

（3）一个较大的多位数，为了读写方便，常常把它改写成用“万”或“亿”作单位的数．有时还可

以根据需要，省略这个数某一位后面的数，写成近似数． 

准确数：在实际生活中，为了计数的简便，可以把一个较大的数改写成以万或亿为单位的数．改写

后的数是原数的准确数．例如把 1254300000 改写成以万做单位的数是 125430 万；改写成以亿做单位的

数 12.543 亿． 

近似数：根据实际需要，我们还可以把一个较大的数，省略某一位后面的尾数，用一个近似数来表

示．例如：1302490015 省略亿后面的尾数是 13 亿． 

四舍五入法：求近似数，看尾数最高位上的数是几，比 5 小就舍去，是 5 或大于 5 舍去尾数向前一

位进 1．这种求近似数的方法就叫做四舍五入法． 

2.小数 

（1）小数的意义 

把整数 1 平均分成 10 份、100 份、1000 份…得到的十分之几、百分之几、千分之几…可以用小数

表示．如 1/10 记作 0.1,7/100 记作 0.07．一位小数表示十分之几，两位小数表示百分之几，三位小数表

示千分之几… 

一个小数由整数部分、小数部分和小数点部分组成．数中的圆点叫做小数点，小数点左边的数叫做

整数部分，小数点左边的数叫做整数部分，小数点右边的数叫做小数部分． 

小数点右边第一位叫十分位，计数单位是十分之一（0.1）；第二位叫百分位，计数单位是百分之一

（0.01）… 

小数部分最大的计数单位是十分之一，没有最小的计数单位．小数部分有几个数位，就叫做几位小

数．如 0.36 是两位小数，3.066 是三位小数.在小数里，每相邻两个计数单位之间的进率都是 10．小数部

分的最高分数单位“十分之一”和整数部分的最低单位“一”之间的进率也是 10． 

（2）小数的读法 

读小数的时候，整数部分按照整数的读法读，小数点读作“点”，小数部分从左向右顺次读出每一位
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数位上的数字． 

（3）小数的写法 

写小数的时候，整数部分按照整数的写法来写，小数点写在个位右下角，小数部分顺次写出每一个

数位上的数字． 

（4）比较小数的大小 

先看它们的整数部分，整数部分大的那个数就大；整数部分相同的，十分位上的数大的那个数就大；

十分位上的数也相同的，百分位上的数大的那个数就大… 

（5）小数的分类 

①纯小数：整数部分是零的小数，叫做纯小数．例如：0.25,0.368 都是纯小数． 

带小数：整数部分不是零的小数，叫做带小数．例如：3.25,5.26 都是带小数． 

②有限小数：小数部分的数位是有限的小数，叫做有限小数．例如：41.7,25.3,0.23 都是有限小数． 

无限小数：小数部分的数位是无限的小数，叫做无限小数．例如：4.33…,3.1415926… 

无限不循环小数：一个数的小数部分，数字排列无规律且位数无限，这样的小数叫做无限不循环小

数．例如：π 

循环小数：一个数的小数部分，有一个数字或者几个数字依次不断重复出现，这个数叫做循环小

数．例如：3.555…,0.0333…,12.109109… 

一个循环小数的小数部分，依次不断重复出现的数字叫做这个循环小数的循环节．例如： 3.99…的

循环节是“9”，0.5454…的循环节是“54”． 

纯循环小数：循环节从小数部分第一位开始的，叫做纯循环小数．例如：3.111…,0.5656… 

混循环小数：循环节不是从小数部分第一位开始的，叫做混循环小数．例如：3.1222…,0.03333…，

写循环小数的时候，为了简便，小数的循环部分只需写出一个循环节，并在这个循环节的首、末位数字

上各点一个圆点．如果循环节只有一个数字，就只在它的上面点一个点． 

（6）小数的性质 

在小数的末尾添上零或者去掉零小数的大小不变． 

小数点向右移动一位，原来的数就扩大 10 倍；小数点向右移动两位，原来的数就扩大 100 倍；小

数点向右移动三位，原来的数就扩大 1000 倍… 

小数点向左移动一位，原来的数就缩小 10 倍；小数点向左移动两位，原来的数就缩小 100 倍；小

数点向左移动三位，原来的数就缩小 1000 倍… 

小数点向左移或者向右移位数不够时，要用“0"补足位． 

3.分数 

（1）分数的意义 

把单位“1”平均分成若干份，表示这样的一份或者几份的数叫做分数．在分数里，中间的横线叫做

分数线；分数线下面的数，叫做分母，表示把单位“1”平均分成多少份；分数线上面的数叫做分子，表

示有这样的多少份．把单位“1”平均分成若干份，表示其中的一份的数，叫做分数单位． 

（2）分数的读法：读分数时，先读分母再读“分之”然后读分子，分子和分母按照整数的读法来读． 

（3）分数的写法：先写分数线，再写分母，最后写分子，按照整数的写法来写． 



成师之路  格木相助 

3   

（4）比较分数的大小 

①分母相同的分数，分子大的那个分数就大． 

②分子相同的分数，分母小的那个分数就大． 

③分母和分子都不同的分数，通常是先通分，转化成通分母的分数，再比较大小． 

④如果被比较的分数是带分数，先要比较它们的整数部分，整数部分大的那个带分数就大；如果整

数部分相同，再比较它们的分数部分，分数部分大的那个带分数就大． 

（5）分数的分类 

①真分数：分子比分母小的分数叫做真分数．真分数小于 1． 

②假分数：分子比分母大或者分子和分母相等的分数，叫做假分数．假分数大于或等于 1. 

③带分数：假分数可以写成整数与真分数合成的数，通常叫做带分数． 

（6）分数和除法的关系及分数的基本性质 

除法是一种运算，有运算符号；分数是一种数．因此，一般应叙述为被除数相当于分子，而不能说

成被除数就是分子． 

由于分数和除法有密切的关系，根据除法中“商不变”的性质可得出分数的基本性质． 

分数的分子和分母都乘以或者除以相同的数（0 除外），分数的大小不变，这叫做分数的基本性质，

它是约分和通分的依据． 

（7）约分和通分 

分子、分母是互质数的分数，叫做最简分数． 

把一个分数化成同它相等但分子、分母都比较小的分数，叫做约分． 

约分的方法：用分子和分母的公约数（1 除外）去除分子、分母；通常要除到得出最简分数为止． 

把异分母分数分别化成和原来分数相等的同分母分数，叫做通分． 

通分的方法：先求出原来几个分母的最小公倍数，然后把各分数化成用这个最小公倍数作分母的分

数． 

（8）倒数 

乘积是 1 的两个数互为倒数． 

求一个数（0 除外）的倒数，只要把这个数的分子、分母调换位置． 

注意：1 的倒数是 1，0 没有倒数 

4.百分数 

（1）百分数的意义 

表示一个数是另一个数的百分之几的数 叫做百分数,也叫做百分率或百分比．百分数通常用"%"来

表示．百分号是表示百分数的符号． 

（2）百分数的读法：读百分数时，先读百分之，再读百分号前面的数，读数时按照整数的读法来读．  

（3）百分数的写法：百分数通常不写成分数形式，而在原来的分子后面加上百分号“%”来表示．  

（4）百分数与折数、成数的互化 

例如：三折就是 30％，七五折就是 75％，成数就是十分之几，如一成就是 10%，六成五就是 65%． 

5.数的互化 
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（1）小数化成分数：原来有几位小数，就在 1 的后面写几个零作分母，把原来的小数去掉小数点

作分子，能约分的要约分． 

（2）分数化成小数：用分母去除分子．能除尽的就化成有限小数，有的不能除尽，不能化成有限小

数的，一般保留三位小数． 

(3)一个最简分数，如果分母中除了 2 和 5 以外，不含有其他的质因数，这个分数就能化成有限小

数；如果分母中含有 2 和 5 以外的质因数，这个分数就不能化成有限小数． 

(4)小数化成百分数：只要把小数点向右移动两位，同时在后面添上百分号． 

(5)百分数化成小数：把百分数化成小数，只要把百分号去掉，同时把小数点向左移动两位． 

(6)分数化成百分数：通常先把分数化成小数（除不尽时，通常保留三位小数)，再把小数化成百分

数． 

(7)百分数化成小数：先把百分数改写成分数，能约分的要约成最简分数． 

6.数的整除 

（1）整除的意义 

整数 a 除以整数 b(b≠0），除得的商是整数而没有余数，我们就说 a 能被 b 整除，或者说 b 能整除

a． 

（2）约数和倍数 

如果数 a 能被数 b（b≠0）整除，a 就叫做 b 的倍数，b 就叫做 a 的约数（或 a 的因数）．倍数和约

数是相互依存的． 

一个数的约数的个数是有限的，其中最小的约数是 1，最大的约数是它本身．一个数的倍数的个数

是无限的，其中最小的倍数是它本身． 

（3）奇数和偶数 

自然数按能否被 2 整除的特征可分为奇数和偶数． 

能被 2 整除的数叫做偶数．0 也是偶数． 

不能被 2 整除的数叫做奇数． 

奇数和偶数的运算性质：  

相邻两个自然数之和是奇数，之积是偶数．  

奇数+奇数=偶数，奇数+偶数=奇数，偶数+偶数=偶数；奇数-奇数=偶数，奇数-偶数=奇数，偶数-奇

数=奇数，偶数-偶数=偶数；奇数×奇数=奇数，奇数×偶数=偶数，偶数×偶数=偶数． 

（4）整除的特征 

个位上是 0、2、4、6、8 的数，都能被 2 整除． 

个位上是 0 或 5 的数，都能被 5 整除． 

一个数的各位上的数的和能被 3 整除，这个数就能被 3 整除． 

一个数各位数上的和能被 9 整除，这个数就能被 9 整除．  

能被 3 整除的数不一定能被 9 整除，但是能被 9 整除的数一定能被 3 整除．  

一个数的末两位数能被 4（或 25）整除，这个数就能被 4（或 25）整除一个数的末三位数能被 8（或

125）整除，这个数就能被 8（或 125）整除． 
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若一个整数的个位数字截去，再从余下的数中，减去个位数的 2 倍，如果差是 7 的倍数，则原数能

被 7 整除．如果差太大或心算不易看出是否 7 的倍数，就需要继续上述（截尾、倍大、相减、验差）的

过程，直到能清楚判断为止．例如，判断 133 是否 7 的倍数的过程如下：13－3×2＝7，所以 133 是 7 的

倍数；又例如判断 6139 是否 7 的倍数的过程如下：613－9×2＝595，59－5×2＝49，所以 6139 是 7 的

倍数，余类推． 

若一个整数的奇位数字之和与偶位数字之和的差能被 11 整除，则这个数能被 11 整除．11 的倍数检

验法也可用上述检查 7 的（割尾法）处理，过程唯一不同的是：倍数不是 2 而是 1． 

能被 2 整除的数叫做偶数；不能被 2 整除的数叫做奇数；0 也是偶数．自然数按能否被 2 整除的特

征可分为奇数和偶数． 

（5）质数与合数 

一个数，如果只有 1 和它本身两个约数，这样的数叫做质数（或素数），100 以内的质数有：2、3、

5、7、11、13、17、19、23、29、31、37、41、43、47、53、59、61、67、71、73、79、83、89、97． 

一个数，如果除了 1 和它本身还有别的约数，这样的数叫做合数． 

1 不是质数也不是合数，自然数除了 1 外，不是质数就是合数． 

如果把自然数按其约数的个数的不同分类，可分为质数、合数和 1． 

（6）分解质因数 

每个合数都可以写成几个质数相乘的形式．其中每个质数都是这个合数的因数，叫做这个合数的质

因数． 

把一个合数用质因数相乘的形式表示出来，叫做分解质因数．  

（7）公约数 

几个数公有的约数，叫做这几个数的公约数．其中最大的一个，叫做这几个数的最大公约数． 

公约数只有 1 的两个数，叫做互质数，成互质关系的两个数，有下列几种情况：1 和任何自然数互

质；相邻的两个自然数互质；两个不同的质数互质．当合数不是质数的倍数时，这个合数和这个质数互

质． 

两个合数的公约数只有 1 时，这两个合数互质，如果几个数中任意两个都互质，就说这几个数两两

互质． 

如果两个数是互质数，那么这两个数的最大公因数是 1. 

（8）公倍数 

几个数公有的倍数，叫做这几个数的公倍数，其中最小的一个，叫做这几个数的最小公倍数． 

如果两个数是互质数，那么这两个数的积就是它们的最小公倍数． 

几个数的公约数的个数是有限的，而几个数的公倍数的个数是无限的． 

7.平方（根）、立方（根） 

（二）数的运算 

1.四则运算 

（1）加法 

把两个数合并成一个数的运算叫做加法． 
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在加法里，相加的数叫做加数，加得的数叫做和．加数是部分数，和是总数． 

加数+加数=和 

一个加数=和－另一个加数   

（2）减法 

已知两个加数的和与其中的一个加数，求另一个加数的运算叫做减法． 

在减法里，已知的和叫做被减数，已知的加数叫做减数，未知的加数叫做差．被减数是总数，减数

和差分别是部分数．加法和减法互为逆运算． 

（3）乘法 

求几个相同加数的和的简便运算叫做乘法． 

在乘法里，相同的加数和相同加数的个数都叫做因数．相同加数的和叫做积． 

在乘法里，0 和任何数相乘都得 0;1 和任何数相乘都的任何数． 

一个因数×一个因数=积 

一个因数=积÷另一个因数 

（4）除法 

已知两个因数的积与其中一个因数，求另一个因数的运算叫做除法． 

在除法里，已知的积叫做被除数，已知的一个因数叫做除数，所求的因数叫做商．乘法和除法互为

逆运算． 

在除法里，0 不能做除数．因为 0 和任何数相乘都得 0，所以任何一个数除以 0，均得不到一个确定

的商． 

被除数÷除数=商 

除数=被除数÷商 

被除数=商×除数 

（5）乘方 

求几个相同因数的积的运算叫做乘方．例如 3×3=3
2

 

2.运算法则 

（1）运算定律 

加法交换律：a+b=b+a． 

加法结合律：（a+b)+c=a+(b+c)． 

乘法交换律：a×b=b×a． 

乘法结合律：(a×b)×c=a×(b×c)． 

乘法分配律：(a+b)×c=a×c+b×c． 

减法的性质：a-b-c=a-(b+c)． 

（2）运算顺序 

①小数四则运算的运算顺序和整数四则运算顺序相同． 

②分数四则运算的运算顺序和整数四则运算顺序相同． 

③没有括号的混合运算:同级运算从左往右依次运算；两级运算：先算乘、除法，后算加减法． 
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④有括号的混合运算:先算小括号里面的，再算中括号里面的，最后算括号外面的． 

⑤第一级运算：加法和减法叫做第一级运算． 

⑥第二级运算：乘法和除法叫做第二级运算． 

3.运算规律 

（1）积的变化规律 

在乘法中，一个因数不变，另一个因数扩大（或缩小）若干倍，积也扩大（或缩小）相同的倍数． 

推广：一个因数扩大 A 倍，另一个因数扩大 B 倍，积扩大 AB 倍．一个因数缩小 A 倍，另一个因

数缩小 B 倍，积缩小 AB 倍． 

（2）商不变性质 

在除法中，被除数和除数同时扩大（或缩小）相同的倍数，商不变．m≠0  a÷b=(a×8m)÷(b×m)=(a

÷m) ÷(b÷m) 

推广：被除数扩大（或缩小）A 倍，除数不变，商也扩大（或缩小）A 倍． 

被除数不变，除数扩大（或缩小）A 倍，商反而缩小（或扩大）A 倍． 

4.比与比例 

4.1.比的意义和性质 

（1）比的意义：两个数相除又叫做两个数的比． 

①“：”是比号，读作“比”．比号前面的数叫做比的前项，比号后面的数叫做比的后项（比的后项

不能是零）．比的前项除以后项所得的商，叫做比值．   

②同除法比较，比的前项相当于被除数，后项相当于除数，比值相当于商． 

③比值通常用分数表示，也可以用小数表示，有时也可能是整数． 

④根据分数与除法的关系，可知比的前项相当于分子，后项相当于分母，比值相当于分数值． 

（2）比的性质：比的前项和后项同时乘上或者除以相同的数（0 除外），比值不变，这叫做比的基

本性质． 

（3）求比值和化简比 

①求比值的方法：用比的前项除以后项，它的结果是一个数值可以是整数，也可以是小数或分数． 

②根据比的基本性质可以把比化成最简单的整数比．它的结果必须是一个最简比，即前、后项是互

质的数． 

（4）比例尺 

①数值比例尺：图上距离：实际距离=比例尺 

②线段比例尺：在图上附有一条注有数目的线段，用来表示和地面上相对应的实际距离． 

（5）按比例分配 

①在农业生产和日常生活中，常常需要把一个数量按照一定的比来进行分配．这种分配的方法通常

叫做按比例分配． 

②方法：首先求出各部分占总量的几分之几，然后求出总数的几分之几是多少． 

4.2.比例的意义和性质 

（1）比例的意义 
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表示两个比相等的式子叫做比例． 

组成比例的四个数，叫做比例的项． 

两端的两项叫做外项，中间的两项叫做内项． 

（2）比例的性质 

在比例里，两个外项的积等于两个两个内向的积．这叫做比例的基本性质．   

（3）解比例 

根据比例的基本性质，如果已知比例中的任何三项，就可以求出这个数比例中的另外一个未知项．求

比例中的未知项，叫做解比例． 

4.3.正比例和反比例 

（1）成正比例的量 

两种相关联的量，一种量变化，另一种量也随着变化，如果这两种量中相对应的两个数的比值（也

就是商）一定，这两种量就叫做成正比例的量，他们的关系叫做正比例关系． 

用字母表示
y

x
=k(一定） 

（2）成反比例的量 

两种相关联的量，一种量变化，另一种量也随着变化，如果这两种量中相对应的两个数的积一定，

这两种量就叫做成反比例的量，他们的关系叫做反比例关系． 

用字母表示 x×y=k(一定) 

（三）常见的量 

1.长度 

（1）长度常用单位 

千米（㎞），米（m），分米（dm），厘米（㎝），毫米（㎜），微米（μm） 

（2）换算 

1毫米=1000微米；1厘米=10毫米；1分米=10厘米；1米=1000毫米；1千米=1000米 

2.面积 

（1）面积常用单位 

平方毫米（mm
2
），平方厘米(cm

2
)，平方分米，平方米(m

2
)，平方千米，公顷 

（2）换算 

1平方厘米=100平方毫米；1平方分米=100平方厘米；1平方米=100平方分米； 

1 公顷=10000 平方米；1 平方千米=100 公顷 

3.体积和容积 

（1）常用单位 

体积：立方米，立方分米，立方厘米 

容积：升，毫升 

（2）换算 

体积：1 立方米=1000 立方分米；1 立方分米=1000 立方厘米； 

容积：1 升=1000 毫升；1 升=1 立方分米；1 毫升=1 立方厘米 
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4.质量 

（1）常用单位 

吨（t），千克（㎏），克（g） 

（2）换算 

1 吨=1000 千克；1 千克=1000 克 

5．时间 

（1）常用单位 

世纪，年，月，日，时，分，秒 

（2）换算 

1 世纪=100 年；1 年=365 天（平年）；1 年=366 天（闰年）； 

一、三、五、七、八、十、十二月是大月，大月有 31 天；四、六、九、十一是小月，小月有 30 天；

平年 2 月有 28 天，闰年 2 月有 29 天； 

1，2，3 月为第一季度；4，5，6 月为第二季度；7，8，9 月为第三季度；10，11，12 月为第四季

度； 

1 星期=7 天；1 天=24 小时；1 小时=60 分；1 分=60 秒 

（3）判断平年、闰年的方法 

公历年份是 4 的倍数一般都是闰年；如果公历年份是整百数的，必须是 400 的倍数才是闰年． 

6.货币 

（1）常用单位 

元，角，分 

（2）换算 

1 元=10 角；1 角=10 分 

7.同一类计量单位之间的化聚 

（1）名数：数+单位名称=名数 

（2）单名数：只带有一个单位名称的叫做单名数 

（3）复名数：带有两个或两个以上单位名称的叫做复名数 

（4）化法：把高级单位的单名数或复名数改换成低级单位的单名数的方法，叫做化法．主要用相应

的进率乘以高级单位的量数． 

（5）聚法：把低级单位的单名数改换成高级单位的单名数或复名数的方法，叫和聚法．在聚的过程

中，要用相应的进率去除以相关的量数． 

（四）式与方程 

1.代数式 

用运算符号把数或表示数的字母连接而成的式子叫做代数式．单独的一个数或一个字母也是代数式． 

2.单项式 

只含有数字与字母的积的代数式叫做单项式． 

注意：单项式是由系数、字母、字母的指数构成的，其中系数不能用带分数表示，如 ba 2

3

1
4− ，这
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种表示就是错误的，应写成 ba 2

3

13
− ．一个单项式中，所有字母的指数的和叫做这个单项式的次数．如

cba 235− 是 6 次单项式． 

3.因式分解的常用方法 

（1）提公因式法： )( cbaacab +=+  

（2）运用公式法： ))((22 bababa −+=−  

                 222 )(2 bababa +=++  

                 222 )(2 bababa −=+−  

（3）分组分解法： ))(()()( dcbadcbdcabdbcadac ++=+++=+++  

（4）十字相乘法： ))(()(2 qapapqaqpa ++=+++  

4.分式 

（1）分式的概念 

一般地，用 A、B 表示两个整式，A÷B 就可以表示成
B

A
的形式，如果 B 中含有字母，式子

B

A
就叫

做分式．其中，A 叫做分式的分子，B 叫做分式的分母．分式和整式通称为有理式． 

（2）分式的性质 

分式的分子和分母都乘以（或除以）同一个不等于零的整式，分式的值不变． 

（3）分式的运算法则 

;;
bc

ad

c

d

b

a

d

c

b

a

bd

ac

d

c

b

a
===

 

);()( 为整数n
b

a

b

a
n

n
n =

 

;
c

ba

c

b

c

a 
=

 

bd

bcad

d

c

b

a 
=

 

5.方程 

（1）一元一次方程 

只含有一个未知数，并且未知数的最高次数是 1 的整式方程叫做一元一次方程，其中方程

）为未知数，（ 0ax0 =+ bax  叫做一元一次方程的标准形式，a 是未知数 x 的系数，b 是常数项． 

（2）一元二次方程  

①一元二次方程的一般形式 

)0(02 =++ acbxax ，它的特征是：等式左边是一个关于未知数 x 的二次多项式，等式右边是
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零，其中 2ax 叫做二次项，a 叫做二次项系数；bx 叫做一次项，b 叫做一次项系数；c 叫做常数项． 

②一元二次方程的解法 

直接开平方法 

配方法 

公式法 

)04(
2

4 2
2

−
−−

= acb
a

acbb
x

 

因式分解法 

③一元二次方程根的判别式 

通常用“ ”来表示，即 acb 42 −=  

④一元二次方程根与系数的关系 

如果方程 )0(02 =++ acbxax 的两个实数根是 21 xx， ，那么
a

b
xx −=+ 21 ，

a

c
xx =21 ． 

（3）分式方程 

分母里含有未知数的方程叫做分式方程． 

（4）二元一次方程组的解法 

①代入法②加减法 

（5）三元一次方程组 

由三个（或三个以上）一次方程组成，并且含有三个未知数的方程组，叫做三元一次方程组． 

二、考题预测 

（一）数的认识 

1．在 1，2，9 这三个数中，_______既是质数又是偶数，______既是合数又是奇数，_____既不是质

数也不是合数． 

2．如果将某人收入 1000 元记作+1000 元，那么他支出 200 元就记作﹣200 元．_____．（判断对错） 

3．甲、乙两个合数互质，甲数大于乙数，它们的最小公倍数是 280，甲数是________，乙数是________． 

4．把
3

2
、0.67

• •
、67％，0.67

•
按从大到小的顺序排列是：_________________________． 

5．甲、乙两数的最大公因数是 3，最小公倍数是 30，已知甲数是 6，乙数是_______ 

6．六年级三个班分别有 42 人、36 人和 24 人参加植树劳动，要把他们分成人数相等的小组，但各

班同学不能打乱，最多每组___________人？ 

7．我国香港地区的总面积是十亿五千二百万平方米，改用“万”作单位的数是__________平方米，

省略“亿”后面的尾数约是__________平方米． 

8．a，b，c 是三个自然数，且 a＞b＞c＞0，那么下面各分数中最大的一个是（    ） 

A．a/b    B．c/b    C．c/a    D．b/a 

9．甲乙两堆煤，甲堆煤用去 1/4 吨，乙堆煤用去它的 1/4，剩下的两堆煤相等．那么（    ） 
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A．原来两堆煤相等      B．原来甲堆煤多 

C．原来乙堆煤多       D．无法比较 

10． ( )
2

0.7− 的平方根是（    ） 

A．-0.7    B．±0.7    C．0.7    D．0.49 

11．如图，数轴上 A，B 两点表示的数分别为﹣1 和 ，点 B 关于点 A 的对称点为 C，则点 C 所

表示的数为（    ） 

 

A．﹣2﹣    B．﹣1﹣    C．﹣2+    D．1+  

12．观察下列图形，则第 n 个图形中三角形的个数是（    ） 

 

A．2n+2    B．4n+4    C．4n﹣4   D．4n 

（二）数的运算 

1．计算
24

1
)

12

1

8

7

6

5
( −+  

 

 

 

 

 

2．计算
4 12 1 1 4

23 16
7 13 7 7 13
 +  +   

 

 

 

 

 

3．
3 5

(0.19 6 0.19 3 ) 0.05
8 8

 +     
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4．
2 13 17

(598.1 37 5981 6.26) 1 190
5 17 30

 +   +   

 

 

 

 

 

 

5．
1 1 1

1
1 2 1 2 3 1 2 3 100

+ + + +
+ + + + + + +

 

 

 

 

 

 

 

6．学校运来两捆树苗，共 240 棵．准备分给四、五、六年级栽种，六年级栽总棵数的
12

5
，四、五

年级栽的棵数比是 3∶4．四年级应栽种_________棵． 

7．如图是一个表面是红色的正方体，最少要切________刀，才能得到 100 个各面都没有红色的正

方体． 

 

8．一件工作，小李单独做 6 天完成，小王单独做 9 天完成．小李与小王工作效率的比是__________． 

9．甲轮滚动 3 周的距离，乙轮要滚动 4 周，甲轮与乙轮的直径的比是（    ） 

A．9:16    B．3:4    C．4:3    D．16:9 

10．六年级一班原有学生 42 人，其中男生占
7

4
．后来转来女生若干人，这时男生与女生人数的比

是 6:5．现在全班有多少人？ 

（三）常见的量 

1．3.06 吨=________千克, 800 毫升=________升, 45 分=________时 

2．填入合适的单位名称 

（1）一只大象约重 4.8_____ 

（2）小明的身高是 1.34______ 

（3）一袋面粉重 30______ 

（4）一个水池的容积是 1500_________ 
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（5）边长 100 米的正方形土地的面积是 1_______ 

3．下列年份中是闰年的是（    ） 

A．2010    B．2014    C．2015    D．2012 

（四）式与方程 

1．某商人在一次买卖中均以 120 元卖出两件不同的衣服，一件赚 25%，一件赔 25%，则在这次交

易中该商人的赚赔情况是（    ） 

A．赚 16 元   B．赔 16 元   C．不赚不赔   D．无法确定 

2．甲、乙、丙、丁四人参加某次电脑技能比赛．甲、乙两人的平均成绩为a 分，他们两人的平均成

绩比丙的成绩低 9 分，比丁的成绩高 3 分，那么他们四人的平均成绩为（    ）分． 

A．a +6    B．4 a +1.5   C．4 a +6   D．a +1.5 

3．多项式 2a2－4ab＋2b2分解因式的结果正确的是（    ） 

A．2(a2－2ab＋b2)  B．2a(a－2b)＋2b2 C．2(a－b) 2   D．(2a－2b) 2 

4．小朱要到距家 1500 米的学校上学，一天，小朱出发 10 分钟后，小朱的爸爸立即去追小朱，且

在距离学校 60 米的地方追上了他．已知爸爸比小朱的速度快 100 米/分，求小朱的速度．若设小朱速度

是 x 米/分，则根据题意所列方程正确的是（    ） 

A．      B．  

C．      D．  

5．若
1 1 1

a b a b
- =

+
，则 3

b a

a b
- - 的值是（    ） 

A．-2    B．2    C．3    D．-3 

6．若 ，则代数式 的值（    ） 

A．-1     B．3     C．-1 或 3    D．1 或-3 

7．若关于 x 的一元二次方程 的常数项为 0，则 m 的值为（    ） 

A．1    B．2    C．1 或 2   D．0 

8．已知三角形的两边长分别是 3 和 6，第三边长是方程 x2—6x＋8＝0 的根，则这个三角形的周长

等于（    ） 

A．13    B．11    C．11 和 13   D．12 和 15 

9．计算：
02 4sin30− −

2015( 1)+ − +
0( 2) − =________． 

10．已知
1

6x
x

− = ，求 2

2

1
x

x
+ 的值为_________． 

11．如果互为 ,a b相反数， ,x y互为倒数，则 ( )2014 2015a b xy+ − 的值是________． 

12．已知方程组
4

2

ax by

ax by

− =


+ =
的解为

2

1

x

y

=


=
，则 2a－3b 的值为________． 

03)(2)( 22222 =−+−+ baba 22 ba +

0235)1( 22 =+−++− mmxxm
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13．先化简，再求值：（ － ）÷ ，其中 x＝ 3 ． 

 

 

 

 

 

 

14．关于 的一元二次方程 ． 

（1）求证：方程有两个不相等的实数根； 

（2） 为何整数时，此方程的两个根都为正整数． 

 

 

 

 

 

 

 

 

15．“重百”、“沃尔玛”两家超市出售同样的保温壶和水杯，保温壶和水杯在两家超市的售价分别一

样．已知买 1 个保温壶和 1 个水杯要花费 60 元，买 2 个保温壶和 3 个水杯要花费 130 元． 

（1）请问：一个保温壶与一个水杯售价各是多少元? （列方程组求解．．．．．．） 

（2）为了迎接“五一劳动节”，两家超市都在搞促销活动，“重百”超市规定：这两种商品都打九折；

“沃尔玛”超市规定：买一个保温壶赠送一个水杯．若某单位想要买 4 个保温壶和 15 个水杯，如果只

能在一家超市购买，请问选择哪家超市购买更合算？请说明理由． 

 

 

 

 

 

 

 

 

16．甲、乙两站路程为 360km,一列慢车从甲站开出，每小时行 48km，一列快车从乙站开出，每小

时行 72km． 

（1）两车同时开出，相向而行，多少小时相遇？ 

x 012)1( 2 =++−− mmxxm

m



成师之路  格木相助 

16   

（2）若慢车先开出 20 分钟，快车再出发，两车同向而行，快车多少时间追上慢车？   

 

 

 

 

 

 

 

17．山西特产专卖店销售核桃，其进价为每千克 40 元，按每千克 60 元出售，平均每天可售出 100

千克，后来经过市场调查发现，单价每降低 2 元，则平均每天的销售可增加 20 千克，若该专卖店销售

这种核桃要想平均每天获利 2240 元，请回答： 

（1）每千克核桃应降价多少元？ 

（2）在平均每天获利不变的情况下，为尽可能让利于顾客，赢得市场，该店应按原售价的几折出

售？ 

 

 

 

 

 

 

 

18．一项工程，甲单独做要 12 天完成，乙 5 天可完成这项工程的
3

1
，现在由甲乙两人合作，几天完

成全工程的
4

3
？ 
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考点二 集合 

一、要点回顾 

1．集合的概念、关系 

(1)集合中元素的特性：确定性、互异性、无序性，求解含参数的集合问题时要根据互异性进行检验． 

(2)集合与集合之间的关系：A⊆B，B⊆C⇒A⊆C，空集是任何集合的子集，含有 n 个元素的集合的

子集数为 2n，真子集数为 2n－1，非空真子集数为 2n－2. 

2．集合的基本运算 

(1)交集：A∩B＝{x|x∈A，且 x∈B}． 

(2)并集：A∪B＝{x|x∈A，或 x∈B}． 

(3)补集：∁UA＝{x|x∈U，且 x∉A}． 

重要结论：A∩B＝A⇔A⊆B；A∪B＝A⇔B⊆A. 

二、考题预测 

1．已知集合 A  2 2x y x= = − ，B  2 2y y x= = − ，则 A B 等于（    ）．  

A．R    B．     C．A    D．B  

2．设全集 ，集合 ，则 （    ）． 

A.   B.    C.    D.  

3．已知集合  2 2M x x= = ，N= 1x ax = ，若 N M ，则 a 的值是（    ） 

A．
2

2
－    B．

2

2
    C．

2

2
    D．

2

2
0或 　

 

4．设集合  2 2A x a x a= −   + ，  2 4 5 0B x x x= − −  ，若 A B ，则实数a 的取值范围为

（    ） 

A． 1,3    B． ( )1,3    C． 3, 1− −    D． ( )3, 1− −
 

5．已知集合 A＝{(x，y)|y＝a}，B＝{(x，y)|y＝bx＋1，b>0，b≠1}，若集合 A∩B 只有一个真子集，

则实数 a 的取值范围是________. 

6．已知集合 A＝{x|y＝lg(x－x2)}，B＝{x|x2－cx<0，c>0}，若 A⊆B，则实数 c 的取值范围是________． 

7．设全集 U 为整数集，集合 A＝{x∈N|y＝ 7x－x2－6}，B＝{x∈Z|－1<x≤3}，则图中阴影部分表

示的集合的真子集的个数为________． 
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8．设 1 1

2 2

log ( 1) , log ( 1)A y y x B x y x
      

= = − = = −   
      

,则 ______ .A B =  

9．已知集合 A＝{(x，y)|x＋y－1＝0，x，y∈R}，B＝{(x，y)|y＝x2＋1，x，y∈R}，则集合 A∩B 的

元素个数是_______． 

10．已知    | 2 5 , | 1 1 ,A x x B x m x m B A= −   = −   +  ，则 m 的取值范围为

________． 

11．已知集合 A＝{x|y＝lg(x－x2)}，B＝{x|x2－cx<0，c>0}，若 A⊆B，则实数 c 的取值范围是________． 
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考点三 函数与导数 

一、要点回顾 

（一）函数 

1.函数的三要素 

定义域、值域及对应关系 

两个函数当且仅当它们的三要素完全相同时才表示同一函数． 

2.函数的性质 

(1)单调性：单调性是函数在其定义域上的局部性质．利用定义证明函数的单调性时，规范步骤为取

值、作差、判断符号、下结论．复合函数的单调性遵循“同增异减”的原则． 

(2)奇偶性：奇偶性是函数在定义域上的整体性质．偶函数的图象关于 y 轴对称，在关于坐标原点对

称的定义域区间上具有相反的单调性；奇函数的图象关于坐标原点对称，在关于坐标原点对称的定义域

区间上具有相同的单调性． 

(3)周期性：周期性是函数在定义域上的整体性质．若函数在其定义域上满足 f(a＋x)＝f(x)(a 不等于

0)，则其一个周期 T＝|a|. 

3.函数的图象 

对于函数的图象要会作图、识图、用图． 

作函数图象有两种基本方法：一是描点法，二是图象变换法，其中图象变换有平移变换、伸缩变换、

对称变换． 

（1）描点作图 

方法步骤：①确定函数的定义域；②化简函数的解析式；③讨论函数的性质即奇偶性、周期性、单

调性、最值(甚至变化趋势)；④描点连线，画出函数的图像． 

（2）图象变换 

平移变换 

 

对称变换 

①y＝f(x) ――→
关于x轴对称

y＝－f(x)； 

②y＝f(x) ――→
关于y轴对称

y＝f(－x)； 

③y＝f(x) ――→
关于原点对称

y＝－f(－x)； 
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④y＝ax (a>0 且 a≠1) ――→
关于y＝x对称

y＝logax(a>0 且 a≠1)． 

翻折变换 

①y＝f(x)――――――――――→
保留x轴上方图像

将x轴下方图像翻折上去
y＝|f(x)|. 

②y＝f(x)――――――――――――→
保留y轴右边图像，并作其

关于y轴对称的图像
y＝f(|x|)． 

伸缩变换 

①y＝f(x) y＝f(ax)． 

②y＝f(x)  y＝af(x)． 

4.一次函数、反比例函数和二次函数的图象与性质 

（1）一次函数 

所有一次函数的图像都是一条直线 

一般地，一次函数 y=kx+b有下列性质： 

当 k>0时，y随 x的增大而增大 

当 k<0时，y随 x的增大而减小 

（2）反比例函数 

1）反比例函数的图像 

反比例函数的图像是双曲线，它有两个分支，这两个分支分别位于第一、三象限，或第二、四象限，

它们关于原点对称．由于反比例函数中自变量 x 0，函数 y 0，所以，它的图像与 x 轴、y 轴都没有交

点，即双曲线的两个分支无限接近坐标轴，但永远达不到坐标轴． 

2）反比例函数的性质 

性质 

①x 的取值范围是 x 0， 

y 的取值范围是 y 0； 

②当 k>0 时，函数图像的两个分支分

别 

在第一、三象限．在每个象限内，y 随

x 的增大而减小． 

①x 的取值范围是 x 0， 

y 的取值范围是 y 0； 

②当 k<0 时，函数图像的两个分支分别在

第二、四象限．在每个象限内，y 随 x 的增大

而增大． 
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（3）二次函数 

函数 二次函数 )0,,(2 ++= acbacbxaxy 是常数，  

图像 

a>0 a<0 

  

性质 

（1）抛物线开口向上，并向上无限延伸； 

（2）对称轴是 x=
a

b

2
− ，顶点坐标是（

a

b

2
− ，

a

bac

4

4 2−
）； 

（3）在对称轴的左侧，即当 x<
a

b

2
− 时，y 随

x 的增大而减小；在对称轴的右侧，即当 x>
a

b

2
−

时，y 随 x 的增大而增大，简记左减右增； 

（4）抛物线有最低点，当 x=
a

b

2
− 时，y 有

最小值，
a

bac
y

4

4 2−
=最小值  

（1）抛物线开口向下，并向下无限延伸； 

（2）对称轴是 x=
a

b

2
− ，顶点坐标是（

a

b

2
− ，

a

bac

4

4 2−
）； 

（3）在对称轴的左侧，即当 x<
a

b

2
− 时，y 随 x

的增大而增大；在对称轴的右侧，即当 x>
a

b

2
− 时，

y 随 x 的增大而减小，简记左增右减； 

（4）抛物线有最高点，当 x=
a

b

2
− 时，y 有最大

值，
a

bac
y

4

4 2−
=最大值  

5.指数函数、对数函数和幂函数的图象和性质 

(1)指数函数 y＝ax(a>0，a≠1)与对数函数 y＝logax(a>0，a≠1)的图象和性质，分 0<a<1，a>1 两种

情况，着重关注两函数图象中的两种情况的公共性质． 

指数函数的图像与性质 

y＝ax a>1 0<a<1 
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图像   

定义域 (1)R 

值域 (2)(0，＋∞) 

性质 

(3)过定点(0,1) 

(4)当 x>0 时，y>1；x<0 时，

0<y<1 

(5)当 x>0 时，0<y<1；

x<0 时，y>1 

(6)在(－∞，＋∞)上是增

函数 

(7)在(－∞，＋∞)上

是减函数 

对数函数的图像与性质 

 a>1 0<a<1 

图象   

性质 

(1)定义域：(0，＋∞) 

(2)值域：R 

(3)过定点(1,0)，即 x＝1 时，y＝0 

(4)当 x> 1 时，y>0 

当 0<x<1 时，y<0 

(5)当 x>1 时，y<0 

当 0<x<1 时，y>0 

(6)在(0，＋∞)上是增函

数 

(7)在(0，＋∞)上是

减函数 

 (2)幂函数 y＝xα的图象和性质，分幂指数 α>0，α<0 两种情况. 

 

 y＝x y＝x2 y＝x3 
1
2y x=  y＝x－1 

定义域 R R R [0，＋∞) {x|x∈R 且 x≠0} 

值域 R [0，＋∞) R [0，＋∞) {y|y∈R 且 y≠0} 
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奇偶性 奇函数 偶函数 奇函数 非奇非偶函数 奇函数 

单调性 增 
x∈[0，＋∞)时，增；x

∈(－∞，0]时，减 
增 增 

x∈(0，＋∞) 时，

减；x∈(－∞，0)

时，减 

6.函数的零点与方程的根 

(1)函数的零点 

对于函数 f(x)，我们把使 f(x)＝0 的实数 x 叫做函数 f(x)的零点． 

(2)函数的零点与方程根的关系 

函数 F(x)＝f(x)－g(x)的零点就是方程 f(x)＝g(x)的根，即函数 y＝f(x)的图象与函数 y＝g(x)的图象交

点的横坐标． 

(3)零点存在性定理 

如果函数 y＝f(x)在区间[a，b]上的图象是连续不断的一条曲线，且有 f(a)·f(b)<0，那么，函数 y＝f(x)

在区间(a，b)内有零点，即存在 c∈(a，b)使得 f(c)＝0，这个 c 也就是方程 f(x)＝0 的根． 

注意以下两点： 

①满足条件的零点可能不唯一； 

②不满足条件时，也可能有零点． 

（二）导数 

1.导数的定义 

设函数 在点 的某邻域内有定义，自变量 在 处有增量 ，相应地函数增量

．如果极限 存在，则称此极限值为函数

在 处的导数（也称微商）． 

记作 ，或 ， ， 等． 

并称函数 在点 处可导．如果上面的极限不存在，则称函数 在点 处不可导． 

导数定义的另一等价形式，令 ， ， 

则  

我们也引进单侧导数概念． 

右导数：  

( )xfy = 0x x 0x x

( ) ( )00 xfxxfy −+=
( ) ( )

x

xfxxf

x

y

xx 

−+
=





→→

00

00
limlim

( )xf 0x

( )0xf 
0xx

y
=


0xxdx

dy

=

( )

0xxdx

xdf

=

( )xfy = 0x ( )xfy = 0x

xxx += 0 0xxx −=

( )
( ) ( )

0

0
0

0

lim
xx

xfxf
xf

xx −

−
=

→

( )
( ) ( ) ( ) ( )

x

xfxxf

xx

xfxf
xf

xxx 

−+
=

−

−
=

++ →→
+

00

0
0

0

0 limlim
0
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左导数：  

则有 在点 处可导 在点 处左、右导数皆存在且相等． 

在讨论分段函数在分界点 x0 处的可导性时，要用上述结论． 

2．导数的几何意义 

函数 y＝f(x)在点 x＝x0 处的导数值就是曲线 y＝f(x)在点(x0，f(x0))处的切线的斜率，其切线方程是 y

－f(x0)＝f′(x0)(x－x0)． 

3.导函数 

（1）函数在区间上的可导性 

若函数 f(x)在区间（a,b）内每一点都可导,则称 f(x)在（a,b）内可导．若 f(x)在开区间（a,b）内可导，

且 f(x)既在点 x=a 处可导，又在点 x=b 处可导（即 ( )f a+
 与 ( )f b−

 都存在），则称 f(x)在闭区间[a,b]上可

导． 

（2）导函数 

若 f(x)在区间 I 可导，则 x I  都对应着 f(x)的一个确定的导数值 ( )f x ，这就构成一个新的函数，

叫做 y=f(x)的导函数，简称导数，双叫一阶导数．记为 y或
( )

( ), ,
dy df x

f x
dx dx

 ． 

4.导数与函数单调性的关系 

(1)f′(x)>0是 f(x)为增函数的充分不必要条件，如函数 f(x)＝x3在(－∞，＋∞)上单调递增，但 f′(x)≥0. 

(2)f′(x)≥0 是 f(x)为增函数的必要不充分条件，当函数在某个区间内恒有 f′(x)＝0 时，则 f(x)为常

函数，函数不具有单调性． 

5.函数的极值与最值 

(1)函数的极值是局部范围内讨论的问题，函数的最值是对整个定义域而言的，是在整个范围内讨论

的问题． 

(2)函数在其定义区间的最大值、最小值最多有一个，而函数的极值可能不止一个，也可能没有． 

(3)闭区间上连续的函数一定有最值，开区间内的函数不一定有最值，若有唯一的极值，则此极值一

定是函数的最值. 

6.微分的定义 

设函数 在点 处有增量 时，如果函数的增量 有下面的表达

式 

 

其中 为与 无关， 是 时比 高阶的无穷小． 

则称 在 处可微，并把 中的主要线性部分 称为 在 处的微分，记以

( )
( ) ( ) ( ) ( )

x

xfxxf

xx

xfxf
xf

xxx 

−+
=

−

−
=

−− →→
−

00

0
0

0

0 limlim
0

( )xf 0x ( )xf 0x

( )xfy = 0x x ( ) ( )00 xfxxfy −+=

( ) ( )xxxAy += 00
( )0→x

( )0xA x ( )x0 0→x x

( )xf 0x y ( ) xxA 0 ( )xf 0x
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或  

我们定义自变量的微分 就是 ． 

7.可导与可微的关系 

在 处可微 在 处可导． 

且  

一般地， 则  

所以导数 也称为微商，就是微分之商的含义． 

8.可导与连续 

f(x)在点 x0处可导，则 f(x)在点 x0 处连续；反之，f(x)在点 x0 处连续，f(x)在点 x0 处不一定可导，如

f(x)=︱x︱在 x=0 处连续但不可导． 

9.可导与微分表 

 

1( )x x  − = （ 实常数）
1d( )x x dx  −= （ 实常数） 

；  

；  

；  

；  

；  

；  

；  

；  

；  

；  

0xx
dy

=
( )

0xx
xdf

=

dx x

( )xf 0x ( )xf 0x

( ) ( )dxxfxxA
xx

dy 00

0

==
=

( )xfy = ( )dxxfdy =

( )
dx

dy
xf =

( ) 0=


c ( ) 0=cd

( ) xx cossin =
 xdxxd cossin =

( ) xx sincos −=
 xdxxd sincos −=

( ) xx 2sectan =
 xdxxd 2sectan =

( ) xx 2csccot −=
 xdxxd 2csccot −=

( ) xxx tansecsec =
 xdxxxd tansecsec =

( ) xxx cotcsccsc −=
 xdxxxd cotcsccsc −=

( )
ax

xa
ln

1
log =

 ( )1,0  aa
ax

dx
xd a

ln
log = ( )1,0  aa

( )
x

x
1

ln =


dx
x

xd
1

ln =

( ) aaa xx ln=
 ( )1,0  aa adxada xx ln= ( )1,0  aa

( ) xx ee =


dxede xx =



成师之路  格木相助 

26   

；  

；  

；  

2

1
( cot )

1
arc x

x
 = −

+
；

2

1
cot

1
darc x dx

x
= −

+
 

；  

；  

10.求导的基本方法 

用微分表示 ( )dy f u du= 其中 u 可以是自变量，也可以是另一变量的可微函数，这就是一阶微分形

式不变性． 

（1）反函数求导法则 

设 y=f(x)在区间 xI 内可导且 ( ) 0f x  ，y=f(x)的值域为区间 yI ，则 y=f(x)的反函数 ( )x y= 在 yI

可导，且
1

( )
( )

y
f x

 =


． 

（2）隐函数求导法 

设 是由方程 所确定，求 的方法如下： 

把 两边的各项对 求导，把 看作中间变量，用复合函数求导公式计算，然后再解出

的表达式（允许出现 变量） 

例如， ， ，  

(3)对数函数求导法 

先对所给函数式的两边取对数，然后再用隐函数求导方法得出导数 ． 

对数求导法主要用于： 

①幂指函数求导数 

②多个函数连乘除或开方求导数 

关于幂指函数 常用的一种方法 这样就可以直接用复合函数运算法则

( )
21

1
arcsin

x
x

−
=


dx

x
xd

21

1
arcsin

−
=

( )
21

1
arccos

x
x

−
−=


dx

x
xd

21

1
arccos

−
−=

( )
21

1
arctan

x
x

+
=


dx

x
xd

21

1
arctan

+
=

( ) 
22

22 1
ln

ax
axx

+
=


++ ( ) dx

ax
axxd

22

22 1
ln

+
=++

( ) 
22

22 1
ln

ax
axx

−
=


−+ ( ) dx

ax
axxd

22

22 1
ln

−
=−+

( )xyy = ( ) 0, =yxF y

( ) 0, =yxF x y

y y

122 =+ yx 022 =+ yyx
y

x
y −= ( )0y

y

( )  ( )xg
xfy =

( ) ( )xfxgey ln=
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进行． 

关于分段函数求分段点处的导数，常常要先讨论它的左、右两侧的导数． 

(4)由参数方程确定函数的求导方法 

设
( )

( )

x t

y t





=


=
， ( ), (t)t  可导，且 ( ) 0t  ，则

( )

( )

du

dy tdt
dxdx t

dt






= =


 

(5)分段函数求导法 

设 f(x)为一个分段函数，其求导步骤为： 

①对各段的表达式可按求导公式及法则求出导数． 

②判断各分段点处的连续性，在其连续的分段点处，求出 0( )f x−
 和 0( )f x+

 ，并检查是否存在和相

等． 

③写出各段 ( )f x ，再加上相应的可导分段点的导数值． 

11.高阶导数 

（1）二阶导数 

函数 ( )y f x= 的导数 ( )y f x = 仍是 x 的函数，把导函数 ( )y f x = 的导数叫做 ( )y f x= 的二阶

导数，记作 y或 ( )f x ，
2

2

d y

dx
，即 ( )y y  = 或

2

2

d y d dy

dx dxdx

 
=  

 
． 

（2）n 阶导数 

把 ( )y f x= 的 n-1 阶导函数
( 1) ( )nf x−

的导数称为 ( )y f x= 的 n 阶导数，记作
( ) ( ), ( )n ny f x 或

n

n

d y

dx
． 

（3）高阶导数的计算 

莱布尼兹（Leibniz）公式： 

 

二、考题预测 

（一）函数 

1．已知一次函数 y=ax+b 与二次函数 y=ax2+bx,它们在同一坐标系内大致图象是（    ） 

)()()()2()1()(

0

)()()(

!

)1()1(

!2

)1(

)(

nkknnnn

n

k

kknk

n

n

uvvu
k

knnn
vu

nn
vnuvu

vuCuv

++
+−−

++
−

++=

=

−−−

=

−





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A．  B．  C．  D．  

2．如图，菱形 OABC 在直角坐标系中，点 A 的坐标为（5，0），对角线 OB＝ 4 5 ，反比例函数

k
y

x
= （k≠0，x＞0）经过点 C．则 k 的值等于（    ） 

 

A．12    B．8    C．15    D．9 

3．已知反比例函数
2 5m

y
x

−
= 的图象上有 A（ 1x ， 1y ）、B（ 2x ， 2y ）两点，当 1 2 0x x  时，

1 2y y ，则 m 的取值范围是（    ） 

A． 0m     B． 0m     C．
2

5
m     D．

2

5
m   

4．函数 y=
k

x
与 y=－k 2x +k（k≠0）在同一直角坐标系中的图象可能是（    ）． 

A．  B．  C．  D．  

5．已知二次函数 y=a 2x +bx+c（a≠0）的图象如图所示，有下列结论：① 2b －4ac＞0；②abc＞0；

③b=-2a  ④9a+3b+c＜0．其中，正确结论的个数是（    ） 
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A．1    B．2    C．3    D．4 

6．如图，点 A 在双曲线
6

y
x

= 上，且 OA＝4，过 A 作 AC⊥ x 轴，垂足为 C，OA 的垂直平分线交

OC 于 B，则△ABC 的周长为（    ） 

 

A．4 7    B．5    C．2 7    D． 22  

7．如图，正方形 ABCD 中，AB=4cm，点 E、F 同时从 C 点出发，以 1cm/s 的速度分别沿 CB﹣BA、

CD﹣DA 运动，到点 A 时停止运动．设运动时间为 t（s），△AEF 的面积为 S（cm2），则 S（cm2）与 t

（s）的函数关系可用图象表示为（    ） 

 

A．  B．  C．  D．  

8．如图，正三角形 ABC 的边长为 3cm，动点 P 从点 A 出发，以每秒 1cm 的速度，沿 A→B→C 的

方向运动，到达点 C 时停止．设运动时间为 x（秒），y＝PC2，则 y 关于 x 的函数的图象大致为（    ） 

 

A．  B．  C．  D．  

9．设f（x） = 2x + x − 4，则函数f（x）的零点位于区间（    ） 
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A．（2，3）   B．（1，2）   C．（0，1）   D．（-1，0） 

10．若 ( )f x 是奇函数，且在 (0, )+ 上是减函数，又有 ( 2) 0f − = ，则不等式 ( ) 0x f x  的解集为

（    ） 

A． ( , 2) (2, )− −  +      B． ( 2,0) (0,2)−    

C． ( 2,0) (2, )−  +       D． ( , 2) (0,2)− −   

11．已知
1

32a
−

= ， 2 1

2

1 1
log , log

3 3
b c= = ，则（    ） 

A．a b c    B．a c b     C．c a b     D．c b a   

12．已知函数 ( )
 )

( )

2

3 2

, 0,

3 2, ,0

x x
f x

x a a x

  +
= 

+ − +  −

在区间 ( ),− + 上是增函数,则常数a 的取值

范围是（    ） 

A． ( )1,2         B． (   ),1 2,− +  

C． 1,2         D． ( ) ( ),1 2,− +  

13．定义在 R 上的偶函数 )(xf ，当 0x 时，
x

xxf
2

)( 2 −= ，则 )(,)2(,)5( fff −−  的大小

为（    ） 

A． )()5()2( fff −−  

B． )2()5()( −− fff   

C． )()2()5( fff −−  

D． )5()()2( −− fff   

14．已知函数 ( )f x 是定义在 R 上的奇函数，且对任意 x 都有 ( 2) ( )f x f x+ = ．当  )0,1x 时，

( ) 2 1xf x = − ，则 1

2

log 6f
 
 
 

的值为（    ） 

A．
5

2
−     B．－5    C．

1

2
−     D．－6 

15．已知偶函数 f(x)在[0，＋∞)单调递减，f(2)＝0．若 f(x－1)>0，则 x 的取值范围是________． 

16．设奇函数 y＝f(x) (x∈R)，满足对任意 t∈R 都有 f(t)＝f(1－t)，且 x∈



0，

1

2
时，f(x)＝－x2，则

f(3)＋f



－

3

2
＝________． 

17．在平面直角坐标系 xOy 中（O 为坐标原点），已知抛物线 y=x2＋bx＋c 过点 A（4，0），B（1，
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－3）． 

 

（1）求出该抛物线的函数解析式； 

（2）设该抛物线的对称轴为直线 l，点 P（m，n）是抛物线上在第一象限的点，点 E 与点 P 关于直

线 l 对称，点 E 与点 F 关于 y 轴对称．若四边形 OAPF 的面积为 48，求点 P 的坐标； 

（3）在（2）的条件下，设 M 是直线 l 上任意一点，试判断 MP＋MA 是否存在最小值，若存在，

求出这个最小值及相应的点 M 的坐标；若不存在，请说明理由． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

18．已知 ( )f x 是定义在 (0, )+ 上的增函数，且 ( ) ( ) ( )
x

f f x f y
y

= − ． 

（Ⅰ）求 (1)f 的值； 

（Ⅱ）若 (6) 1f = ，解不等式
1

( 3) ( ) 2f x f
x

+ +  ． 
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19．已知函数 ( )xf 定义域为 ( )+,0 ， ( ) 12 =f ， )()()( yfxfxyf += 且 1x 时， 0)( xf  

（1）求 )8(f 的值； 

（2）讨论函数 )(xf 在其定义域 ),0( + 上的单调性； 

（3）解不等式 ( ) ( ) 32 −+ xfxf ． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（二）导数 

1．已知函数
3 2( ) 3 2f x ax x= + + ，若 ( 1) 4f  − = ，则a 的值等于（    ） 

A．
3

19
    B．

3

16
    C．

3

10
    D．

8

3  

2．函数 ( ) ( )2ln 2 3f x x x= − − 的单调递减区间为（    ） 

A． ( ),1−    B． ( )1,+    C． ( ), 1− −    D． ( )3,+
 

3．设函数 )(xf 在 R 上可导，其导函数为 )(' xf ，且函数 )()1( ' xfxy −= 的图象如图所示，则下列

结论中一定成立的是（    ） 
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A．函数 )(xf 有极大值 )2(f 和极小值 )1(f  

B．函数 )(xf 有极大值 )2(-f 和极小值 )1(f  

C．函数 )(xf 有极大值 )2(f 和极小值 )2(−f  

D．函数 )(xf 有极大值 )2(−f 和极小值 )2(f  

4．曲线 xxy += ln 在点（1, )1(f ）处的切线方程为（    ） 

A． 12 −= xy   B．   C．    D．  

5．设 ( )f x 是奇函数 的导函数， ，当 时， ，则使

得 成立的 x 的取值范围是________． 

6．已知函数 ( ) ( )3 2 6 1f x x ax a x= + + + + 有极大值和极小值，则实数 a 的取值范围是________． 

7．若曲线 f(x)＝xsinx＋1 在 x＝
π

2
处的切线与直线 ax＋2y＋1＝0 互相垂直，则实数 a＝________． 

8．设函数 )0()( 3 += abxaxxf 的图象在点 ))1(,1( fM 处的切线方程为 046 =++ yx ． 

（1）求 ,a b的值； 

（2）求函数 ( )f x 的单调递增区间，并求函数 ( )f x 在 1,3− 上的最大值和最小值． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( )( )f x x R ( 2)=0f − 0x  ( ) ( ) 0xf x f x − 

( ) 0f x 
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9．已知函数 ． 

（1）若 ，求函数 )(xf 的极值，并指出极大值还是极小值； 

（2）若 1=a ，求函数 )(xf 在 ],1[ e 上的最值； 

（3）若 1=a ，求证：在区间 ),1[ + 上，函数 )(xf 的图象在
3

3

2
)( xxg = 的图象下方． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

10．已知函数 ( ) lnf x ax x= + ( )aR ． 

（1）若 2a = ，求曲线 ( )y f x= 在 1x = 处切线的斜率； 

（2）求 ( )f x 的单调区间； 

（3）设
2( ) 2 2g x x x= − + ，若对任意 1 (0, )x  + ，均存在  2 0,1x  ，使得 1 2( ) ( )f x g x ，求a

的取值范围． 

  

xaxxf ln
2

1
)( 2 +=

1−=a
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考点四 三角函数与平面向量 

一、要点回顾 

（一）三角函数的图象与性质 

1．三角函数定义、同角关系与诱导公式 

(1)定义：设 α 是一个任意角，它的终边与单位圆交于点 P(x，y)，则 sinα＝y，cosα＝x，tanα＝
y

x
.各

象限角的三角函数值的符号：一全正，二正弦，三正切，四余弦． 

(2)同角关系：sin2α＋cos2α＝1，
sinα

cosα
＝tanα. 

(3)诱导公式：在
kπ

2 ＋α，k∈Z的诱导公式中“奇变偶不变，符号看象限”． 

2．三角函数的图象及常用性质 

函数 y＝sinx y＝cosx y＝tanx 

图象    

单调性 

在 [－
π

2＋ 2kπ，
π

2＋

2kπ](k∈Z)上单调递增；在

[
π

2＋2kπ，
3π

2 ＋2kπ](k∈Z)

上单调递减 

在 [ － π ＋ 2kπ ，

2kπ](k∈Z)上单调递增；

在 [2kπ，π＋2kπ](k∈Z)

上单调递减 

在 ( －
π

2 ＋ kπ ，
π

2 ＋

kπ)(k∈Z)上单调递增 

对称性 

对 称 中 心 ： (kπ ，

0)(k∈Z)；对称轴：x＝
π

2＋

kπ(k∈Z) 

对称中心：(
π

2＋kπ，

0)(k∈Z)；对称轴：x＝

kπ(k∈Z) 

对 称 中 心 ： (
kπ

2 ，

0)(k∈Z) 

3.三角函数的两种常见变换 

(1)y＝sinx ――→
向左(φ>0)或向右(φ<0)

平移|φ|个单位
 

y＝sin(x＋φ)―――――――――――→
横坐标变为原来的

1

ω倍

纵坐标不变
 

y＝sin(ωx＋φ) ――→
纵坐标变为原来的A倍

横坐标不变
 

y＝Asin(ωx＋φ)(A>0，ω>0)． 

(2)y＝sinx―――――――――――→
横坐标变为原来的

1

ω倍

纵坐标不变
 

y＝sinωx ――→
向左(φ>0)或向右(φ<0)

平移|
φ

ω|个单位
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y＝sin(ωx＋φ) ――→
纵坐标变为原来的A倍

横坐标不变
 

y＝Asin(ωx＋φ)(A>0，ω>0). 

（二）三角恒等变换与解三角形 

1．两角和与差的正弦、余弦、正切公式 

(1)sin(α±β)＝sinαcosβ±cosαsinβ. 

(2)cos(α±β)＝cosαcosβ∓sinαsinβ. 

(3)tan(α±β)＝
tanα±tanβ

1∓tanαtanβ. 

2．二倍角的正弦、余弦、正切公式 

(1)sin2α＝2sinαcosα. 

(2)cos2α＝cos2α－sin2α＝2cos2α－1＝1－2sin2α. 

(3)tan2α＝
2tanα

1－tan2α. 

3．三角恒等式的证明方法 

(1)从等式的一边推导变形到另一边，一般是化繁为简． 

(2)等式的两边同时变形为同一个式子． 

(3)将式子变形后再证明． 

4．正弦定理 

a

sinA＝
b

sinB＝
c

sinC＝2R(2R 为△ABC 外接圆的直径)． 

变形：a＝2RsinA，b＝2RsinB，c＝2RsinC. 

sinA＝
a

2R，sinB＝
b

2R，sinC＝
c

2R. 

a∶b∶c＝sinA∶sinB∶sinC. 

5．余弦定理 

a2＝b2＋c2－2bccosA，b2＝a2＋c2－2accosB， 

c2＝a2＋b2－2abcosC. 

推论：cosA＝
b2＋c2－a2

2bc ，cosB＝
a2＋c2－b2

2ac ， 

cosC＝
a2＋b2－c2

2ab . 

变形：b2＋c2－a2＝2bccosA，a2＋c2－b2＝2accosB， 

a2＋b2－c2＝2abcosC. 

6．面积公式 

S△ABC＝
1

2bcsin A＝
1

2acsin B＝
1

2absin C. 

7．解三角形 

(1)已知两角及一边，利用正弦定理求解． 

(2)已知两边及一边的对角，利用正弦定理或余弦定理求解，解的情况可能不唯一． 
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(3)已知两边及其夹角，利用余弦定理求解． 

(4)已知三边，利用余弦定理求解. 

（三）平面向量 

1．平面向量中的五个基本概念 

(1)零向量模的大小为 0，方向是任意的，它与任意非零向量都共线，记为 0. 

(2)长度等于 1 个单位长度的向量叫单位向量，a的单位向量为
a

|a|. 

(3)方向相同或相反的向量叫共线向量(平行向量)． 

(4)如果直线 l 的斜率为 k，则 a＝(1，k)是直线 l 的一个方向向量． 

(5)向量的投影：|b|cos〈a，b〉叫做向量 b在向量 a方向上的投影． 

2．平面向量的两个重要定理 

(1)向量共线定理：向量 a(a≠0)与 b共线当且仅当存在唯一一个实数 λ，使 b＝λa. 

(2)平面向量基本定理：如果 e1，e2 是同一平面内的两个不共线向量，那么对这一平面内的任一向量

a，有且只有一对实数 λ1，λ2，使 a＝λ1e1＋λ2e2，其中 e1，e2 是一组基底． 

3．平面向量的两个充要条件 

若两个非零向量 a＝(x1，y1)，b＝(x2，y2)，则 

(1)a∥b⇔a＝λb⇔x1y2－x2y1＝0. 

(2)a⊥b⇔a·b＝0⇔x1x2＋y1y2＝0. 

4．平面向量的三个性质 

(1)若 a＝(x，y)，则|a|＝ a·a＝ x2＋y2. 

(2)若 A(x1，y1)，B(x2，y2)，则 

|AB
→

|＝ (x2－x1)2＋(y2－y1)2. 

(3)若 a＝(x1，y1)，b＝(x2，y2)，θ 为 a与 b的夹角， 

则 cosθ＝
a·b

|a||b|＝
x1x2＋y1y2

x2
1＋y2

1 x2
2＋y2

2
. 

二、考题预测 

（一）三角函数的图象与性质 

1．已知角 均为锐角，且 （    ） 

A．     B．     C．     D．  

2．若
sin( ) cos( )

=3
sin( ) cos( )

− + −

+ − +
，则 tan（π+α）=（    ） 

A．
2

1
    B．2     C．1    D．-2 

3．要得到函数 







+=

3
2cos2


xy 的图像，只需将函数 xy cos2= 的图像上所有点（    ） 

 , ,
3

1
)tan(,

5

3
cos −=−=  =tan则

3

1

13

9

9

13
3
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A．向左平移
3


个单位长度，再把横坐标缩短为原料的

2

1
倍（纵坐标不变） 

B．向左平移
6


个单位长度，再把横坐标缩短为原料的

2

1
倍（纵坐标不变） 

C．向左平移
3


个单位长度，再把横坐标缩短为原料的 2 倍（纵坐标不变） 

D．向左平移
6


个单位长度，再把横坐标缩短为原料的 2 倍（纵坐标不变） 

4．已知函数 







+=

2
,0)sin()(


xxf 的最小正周期是 ，若其图像向右平移

3


个单位

后得到的函数为奇函数，则函数 )(xfy = 的图像（    ） 

A．关于点 







0,

12


对称     B．关于直线

12


=x 对称   

C．关于点 







0,

12

5
对称     D．关于直线

12

5
=x 对称 

5．已知点 P



sin 

3π

4
，cos 

3π

4
落在角 θ 的终边上，且 θ∈[0,2π)，则 θ 的值为________． 

6．已知角 α 的顶点与原点重合，始边与 x 轴的正半轴重合，终边上一点 P(－4,3)，则

cos(
π

2
＋α)sin(－π－α)

cos(
11π

2
－α)sin(

9π

2
＋α)

的值为________． 

7．函数 f(x)＝Asin(ωx＋φ)(A>0，ω>0，|φ|<
π

2
)的部分图象如图所示，则将 y＝f(x)的图象向右平移

π

6
个

单位长度后，得到的图象解析式为________． 

 

8．关于函数 f（x）=4sin（2x+ ），（x∈R）有下列命题： 

（1）y=f（x）是以 2π 为最小正周期的周期函数； 

（2）y=f（x）可改写为 y=4cos（2x﹣ ）； 

（3）y=f（x）的图象关于（﹣ ，0）对称； 

（4）y=f（x）的图象关于直线 x=﹣ 对称； 

其中真命题的序号为________． 
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9．函数 f(x)＝Asin(ωx＋φ)(A>0，ω>0，|φ|<
π

2
)的部分图象如图所示，则将 y＝f(x)的图象向右平移

π

6
个

单位长度后，得到的图象解析式为________． 

 

10．已知函数 f(x)＝Asin(3x＋φ)(A>0，x∈(－∞，＋∞)，0<φ<π)在 x＝
π

12
时取得最大值 4． 

(1)求 f(x)的最小正周期； 

(2)求 f(x)的解析式； 

(3)若 f(
2

3
α＋

π

12
)＝

12

5
，求 sinα． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（二）三角恒等变换与解三角形 

1．设 ABC 的内角 A，B ，C 所对边的长分别是a ，b ，c ，且 3b = ， 1c = ， 2A B= ．则a 的

值为（    ） 

A． 2     B．2 2     C． 3     D．2 3  

2．设△ABC 的内角 A，B，C 所对的边分别为 a，b，c，若 bcos C＋ccos B＝asin A，则△ABC 的

形状为（    ） 

A．锐角三角形  B．直角三角形  C．钝角三角形  D．不确定 

3．如图，以 Ox为始边作角 α(0<α<π)，终边与单位圆相交于点 P，已知点 P的坐标为






－

3

5
，
4

5
，

则
sin2α＋cos2α＋1

1＋tanα
＝________． 
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4．已知 sin(α＋
π

3
)＋sinα＝－

4 3

5
，－

π

2
<α<0，则 cos(α＋

2π

3
)＝________． 

5．△ABC的三个内角 A，B，C 所对的边分别为 a，b，c，asinAsinB＋bcos2A＝ 2a，则
b
a
＝________． 

6．在△ABC 中，内角 A，B，C 所对的边分别是 a，b，c．若 c2＝(a－b)2＋6，C＝
π

3
，则△ABC 的面

积是________． 

7．设函数 f(x)＝cos(2x＋
π

3
)＋sin

2x． 

(1)求函数 f(x)的最小正周期和最大值； 

(2)若θ 是第二象限角，且 f(
θ
2
)＝0，求

cos2θ
1＋cos2θ－sin2θ

的值． 

 

 

 

 

 

 

 

 

8．已知函数 ( ) 22 3 sin cos 2cos 1f x x x x= − + ． 

（I）求函数 ( )f x 的最小正周期； 

（II）将函数 ( )f x 的图象向左平移
3


个单位，得到函数 ( )g x 的图象．在 ABC 中，角 A，B，C

的对边分别为 ，若 ，求 的面积． 

 

 

 

 

 

 

, ,a b c 1, 2, 4
2

A
g a b c
 

= = + = 
 

ABC
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9．设函数 f(x)＝sin2ωx＋2 3sinωx·cosωx－cos2ωx＋λ(x∈R)的图象关于直线 x＝π 对称，其中 ω，λ

为常数，且 ω∈(
1

2
，1)． 

(1)求函数 f(x)的最小正周期； 

(2)若 y＝f(x)的图象经过点(
π

4
，0)，求函数 f(x)在 x∈[0，

π

2
]上的值域． 

 

 

 

 

 

 

 

10．已知函数 2( ) 2sin cos 2 3 cos 3f x x x x= + − ． 

（1）求函数 ( )f x 的最小正周期和单调减区间； 

（2）已知 ABC 的三个内角 A ， B ，C 的对边分别为 a ，b ， c ，其中 7a = ，若锐角 A 满足

( ) 3
2 6

A
f


− = ，且

13 3
sin sin

14
B C+ = ，求bc 的面积． 

 

 

 

 

 

 

 

（三）平面向量 

1．在下列向量组中，可以把向量 a＝(3,2)表示出来的是（    ）． 

A．e1＝(0,0)，e2＝(1,2) 

B．e1＝(－1,2)，e2＝(5，－2) 

C．e1＝(3,5)，e2＝(6,10) 

D．e1＝(2，－3)，e2＝(－2,3) 
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2．已知向量 ( )1,2a = ， ( )1,0b = ， ( )4, 3c = − ．若为实数且 ( )a b c+ ⊥ ，则 =（    ） 

A．
1

4
    B．

1

2
    C．1    D．2  

3．已知平面直角坐标系内的两个向量 )2,1(=
→

a  , )23,( −=
→

mmb  ,且平面内的任一向量

→

c 都可以

唯一的表示成
→→→

+= bac  ,( 为实数）,则实数m 的取值范围是（    ） 

A． ( , 2)−         B． (2, )+  

C． ( , )− +        D． ( , 2) (2, )− +
 

4．已知向量 满足 ，且 ，则a 在b 上的投影为________． 

5．已知向量 ,a b满足 ( )( )2 6+ − −a b a b = ，且 1, 2= =a b ，则a 与b 的夹角为_________. 

6．如图，BC、DE 是半径为 1 的圆 O 的两条直径，BF
→

＝2FO
→

，则FD
→

·FE
→

＝________． 

 

7．已知向量 a＝






sinx，
3

4
，b＝(cosx，－1)． 

(1)当 a∥b 时，求 cos
2x－sin2x的值； 

(2)设函数 f(x)＝2(a＋b)·b，已知在△ABC中，内角 A，B，C的对边分别为 a，b，c，若 a＝ 3，

b＝2，sinB＝
6

3
，求 f(x)＋4cos(2A＋

π

6
)(x∈[0，

π

3
])的取值范围． 

  

ba, 6)()2( −=−•+ baba 2,1 == ba
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考点五 数列 

一、要点回顾 

（一）等差数列与等比数列 

1．an与 Sn的关系 Sn＝a1＋a2＋…＋an，an＝


  
S1，n＝1，

Sn－Sn－1，n≥2.
 

2．等差数列和等比数列 

 等差数列 等比数列 

定义 an－an－1＝常数(n≥2) 
an

an－1＝常数(n≥2) 

通项公式 an＝a1＋(n－1)d an＝a1qn－1(q≠0) 

判定方法 

(1)定义法 

(2)中项公式法： 2an ＋ 1＝ an＋ an ＋

2(n≥1)⇔{an}为等差数列 

(3)通项公式法：an＝pn＋q(p、q 为常

数)⇔{an}为等差数列 

(4)前 n 项和公式法：Sn＝An2＋Bn(A、

B 为常数)⇔{an}为等差数列 

(5){an}为等比数列，an>0⇔{logaan}

为等差数列 

(1)定义法 

(2)中项公式法：a2
n＋1＝ 

an·an＋2(n≥1)(an≠0)⇔{an}为等比数列 

(3)通项公式法：an＝c·qn(c、q 均是不为

0 的常数，n∈N*)⇔{an}为等比数列 

(4){an}为等差数列⇔{aan}为等比数列

(a>0 且 a≠1) 

性质 

(1)若 m、n、p、q∈N*，且 m＋n＝p

＋q，则 am＋an＝ap＋aq 

(2)an＝am＋(n－m)d 

(3)Sm，S2m－Sm，S3m－S2m，…，仍成

等差数列 

(1)若 m、n、p、q∈N*，且 m＋n＝p＋

q，则 am·an＝ap·aq 

(2)an＝amqn－m 

(3)等比数列依次每 n 项和(Sn≠0)仍成

等比数列 

前 n 项和 
Sn＝

n(a1＋an)

2 ＝na1＋
n(n－1)

2 d 

(1)q≠1，Sn＝
a1(1－qn)

1－q ＝
a1－anq

1－q  

(2)q＝1，Sn＝na1 

（二）数列求和及综合应用 

 (1)分组转化法 

有些数列，既不是等差数列，也不是等比数列，若将数列通项拆开或变形，可转化为几个等差、等

比数列或常见的数列，即先分别求和，然后再合并. 

(2)错位相减法 

这是在推导等比数列的前 n 项和公式时所用的方法，这种方法主要用于求数列{an·bn}的前 n 项和，

其中{an}，{bn}分别是等差数列和等比数列. 

(3)倒序相加法 
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这是在推导等差数列前 n 项和公式时所用的方法，也就是将一个数列倒过来排列(反序)，当它与原

数列相加时若有公式可提，并且剩余项的和易于求得，则这样的数列可用倒序相加法求和. 

(4)裂项相消法 

利用通项变形，将通项分裂成两项或 n 项的差，通过相加过程中的相互抵消，最后只剩下有限项的

和.这种方法适用于求通项为
1

anan＋1
的数列的前 n 项和，其中{an}若为等差数列，则

1

anan＋1
＝

1

d



1

an
－

1

an＋1
. 

常见的裂项公式： 

①
1

n(n＋1)
＝

1

n
－

1

n＋1
； 

②
1

n(n＋k)
＝

1

k
(
1

n
－

1

n＋k
)； 

③
1

(2n－1)(2n＋1)
＝

1

2
(

1

2n－1
－

1

2n＋1
)； 

④
1

n＋ n＋k
＝

1

k
( n＋k－ n). 

二、考题预测 

（一）等差数列与等比数列 

1．设 nS 为公差不为零的等差数列 na 的前n 项和，若 9 83S a= ，则
15

53

S

a
（    ） 

A．15    B．17    C．19    D．21 

2．设 nS 为等差数列{ }na 的前n 项和，若 1 1a = ，公差 2d = ， 2 36n nS S+ − = ，则n =（    ） 

A．5    B．6    C．7    D．8 

3．已知等比数列 na 中, 1 6 33a a+ = ， 2 5 32a a = ，公比 1q  ，则 3 8a a+ =（    ） 

A．66     B．132     C．64     D．128  

4．已知数列 na 满足 1 3a = ，且 1 4 3n na a+ = + ( )*nN ，则数列 na 的通项公式为（    ） 

A．
2 12 1n− +    B．

2 12 1n− −    C．
22 1n +    D．

22 1n −  

5．在等差数列 na 中，若 4 6 8 10 12 120a a a a a+ + + + = ，则 10 122a a− 的值为（    ） 

A．20    B．22    C．24    D．28 

6．等差数列{an}的前 n 项和为 Sn，若 a2＋a4＋a6＝12，则 S7 的值是________． 

7．已知等差数列{an}中，a7＋a9＝16，S11＝
99

2
，则 a12的值是________． 

8．设等差数列{an}的前 n 项和为 Sn，若－1<a3<1,0<a6<3，则 S9 的取值范围是________． 

9．若等差数列{an}满足 a7＋a8＋a9>0，a7＋a10<0，则当 n＝________时，{an}的前 n 项和最大． 

10．成等差数列的三个正数的和等于 15，并且这三个数分别加上 2、5、13 后成为等比数列{bn}中

的 b3、b4、b5． 
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(1)求数列{bn}的通项公式； 

(2)数列{bn}的前 n 项和为 Sn，求证：数列{Sn＋
5

4
}是等比数列． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（二）数列求和及综合应用 

1．设等差数列 na 的前 n 项和为 nS ，已知 1 3 711, 6a a a= − + = − ，当 nS 取得最小值是，n =（    ） 

A．5    B．6    C．7    D．8 

2．设 ,n nS T 分别是等差数列{ },{ }n na b 的前 n项和，若
*( )

2 1

n

n

S n
n N

T n
= 

+
，则 5

6

a

b
=（    ） 

A．
5

13
    B．

9

19
    C．

11

23
    D．

9

23
 

3．设等差数列{ }na 的前n项和为 nS ， 1 0a  且 6

5

9

11

a

a
= ，当 nS 取最大值时，n 的值为（    ） 

A．9     B．10     C．11    D．12  

4．已知两个等差数到 na 和 nb 的前 n 项和分别为 nS 和 nT ，且
n

n

T

S
=

1

37

+

−

n

n
，则

5

5

b

a
=（    ） 

A．3    B．4    C．5    D．6 

5．已知在数列{an}中，a1＝－60，an＋1＝an＋3，则|a1|＋|a2|＋|a3|＋…＋|a30|＝________． 

6．已知等差数列{an}，公差 d>0，前 n 项和为 Sn，S3＝6，且满足 a3－a1,2a2，a8 成等比数列． 

(1)求{an}的通项公式； 
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(2)设 bn＝
1

an·an＋2
，求数列{bn}的前 n 项和 Tn． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7．已知等差数列 na 首项 1 1a = ，公差为d ，且数列 2 na
是公比为 4 的等比数列， 

（1）求d ； 

（2）求数列 na 的通项公式 na 及前 n 项和 nS ；  

（3）求数列
1

1
{ }

n na a +
的前n 项和 nT  ． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8．已知数列{ na }满足 a1＝1，a3＋a7＝18，且 1na － ＋ 1na ＋ ＝2 na （n≥2）． 
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（1）求数列{ na }的通项公式； 

（2）若 nc ＝ 12n－ · na ，求数列{ nc }的前 n 项和 nT ． 
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考点六 不等式 

一、要点回顾 

（一）几类不等式的解法 

1.一元二次不等式的解法 

先化为一般形式 ax2＋bx＋c>0(a≠0)，再求相应一元二次方程 ax2＋bx＋c＝0(a≠0)的根，最后根据

相应二次函数图象与 x 轴的位置关系，确定一元二次不等式的解集． 

2.简单分式不等式的解法 

①变形⇒
f(x)

g(x)>0(<0)⇔f(x)g(x)>0(<0)； 

②变形⇒
f(x)

g(x)≥0(≤0)⇔f(x)g(x)≥0(≤0)且 g(x)≠0. 

3.简单指数不等式的解法 

①当 a>1 时，af(x)>ag(x)⇔f(x)>g(x)； 

②当 0<a<1 时，af(x)>ag(x)⇔f(x)<g(x)． 

4.简单对数不等式的解法 

①当 a>1 时，logaf(x)>logag(x)⇔f(x)>g(x)且 f(x)>0，g(x)>0； 

②当 0<a<1 时，logaf(x)>logag(x)⇔f(x)<g(x)且 f(x)>0，g(x)>0. 

5．含有绝对值的不等式的解法 

(1)|f(x)|>a(a>0)⇔f(x)>a 或 f(x)<－a； 

(2)|f(x)|<a(a>0)⇔－a<f(x)<a； 

(3)对形如|x－a|＋|x－b|≤c，|x－a|＋|x－b|≥c 的不等式，可利用绝对值不等式的几何意义求解． 

（4）含有绝对值的不等式的性质 

|a|－|b|≤|a±b|≤|a|＋|b|. 

（二）基本不等式 

1.a2＋b2≥2ab(a、b∈R)． 

2.
a＋b

2 ≥ ab(a>0，b>0)． 

3.ab≤(
a＋b

2 )2(a，b∈R)． 

4.
a2＋b2

2 ≥
a＋b

2 ≥ ab≥
2ab

a＋b(a>0，b>0)． 

（三）简单的线性规划 

1.线性规划问题的有关概念 

线性约束条件 

线性目标函数 

可行域 

最优解 
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2.解不含实际背景的线性规划问题的一般步骤：①画出可行域；②根据线性目标函数的几何意义确

定最优解；③求出目标函数的最大值或者最小值． 

二、考题预测 

（一）几类不等式的解法 

1．若 , ,a b c 为实数，则下列命题正确的是（    ） 

A．若a b ，则 2 2ac bc      B．若 0a b  ，则 2 2a ab b   

C．若 0a b  ，则
1 1

a b
      D．若 0a b  ，则

b a

a b


 

2．不等式 的解集为（    ） 

A．[-4，2]   B．    C．    D．  

3．已知函数 ，则 ( 0.5)f − ， ， 的大小关系是（    ） 

A．     B．  

C．     D．  

4．不等式 022 ++bxax 的解集是
1 1

,
2 3

 
− 
 

，则 ba + 的值是（    ） 

A．10    B．－14    C．14    D．－10 

5．若关于 的不等式 的解集为 ，则实数 ________． 

6．函数 f(x)＝


  
－x＋1，(x<0)，

x－1，(x≥0)， 则不等式 x＋(x＋1)f(x＋1)≤1 的解集是________． 

7．设函数 f(x)＝|x－a|＋3x，其中 a>0． 

(1)当 a＝1 时，求不等式 f(x)≥3x＋2 的解集； 

(2)若不等式 f(x)≤0 的解集为{x|x≤－1}，求 a 的值． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 3 6x x− + + 

 )2,+ ( , 4− − (   ), 4 2,− − +

2( ) cosf x x x= − (0)f (0.6)f

(0) ( 0.5) (0.6)f f f −  ( 0.5) (0.6) (0)f f f−  

(0) (0.6) ( 0.5)f f f  − ( 0.5) (0) (0.6)f f f−  

x 22 3 0x x a− +  ( ),1m m =
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（二）基本不等式 

1．下列不等式一定成立的是（    ）． 

A．lg



x2＋

1

4
>lgx(x>0)      B．sinx＋

1

sinx
≥2(x≠kπ，k∈Z) 

C．x2＋1≥2|x|(x∈R)      D．
1

x2＋1
>1(x∈R) 

2．已知点 ( , )A m n 在直线 2 1x y+ = 上，其中 0mn  ，则
2 1

m n
+ 的最小值为（    ） 

A．4 2    B．8    C．9    D．12 

3．设 0, 1a b  ，若
3 1

2
1

a b
a b

+ = +
−

，则 的最小值为（    ） 

A．2 3    B．8    C．    D．  

4．若点 A(1,1)在直线 2mx＋ny－2＝0 上，其中 mn>0，则
1

m
＋

1

n
的最小值为________． 

5．已知 ，且 ，若 恒成立，则实数 的取值范围是________． 

（三）简单的线性规划 

1．已知变量 x，y 满足约束条件






 
x＋y－5≤0，

x－2y＋1≤0

x－1≥0

，则 z＝x＋2y－1 的最大值为_______． 

2．若 x，y 满足条件






 
x－y≤0，

x＋y≥0，

y≤a，

且 z＝2x＋3y 的最大值是 5，则实数 a 的值为________． 

3．已知实数 x，y 满足约束条件





 
x>0，

4x＋3y≤4

y≥0

，则 w＝
y＋1

x
的最小值是________． 

4．若点 P(x，y)满足线性约束条件





 
3x－y≤0，

x－ 3y＋2≥0，

y≥0，

点 A(3， 3)，O 为坐标原点，则OA
→

·OP
→

的最

大值为________． 

5．当实数 x，y 满足






 
x＋2y－4≤0，

x－y－1≤0，

x≥1

时，1≤ax＋y≤4 恒成立，则实数 a 的取值范围是________． 

  

4 3 4 2 3+

0, 0x y 
2 1

1
x y
+ = 22 2x y m m+  + m
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考点七 推理证明 

一、考点 

1.合情推理 

(1)归纳推理 

①归纳推理是由某类事物的部分对象具有某些特征，推出该类事物的全部对象都具有这些特征的推

理，或者由个别事实概括出一般结论的推理. 

②归纳推理的思维过程如下： 

实验、观察 → 概括、推广 → 猜测一般性结论  

(2)类比推理 

①类比推理是由两类对象具有某些类似特征和其中一类对象的某些已知特征，推出另一类对象也具

有这些特征的推理. 

②类比推理的思维过程如下： 

观察、比较 → 联想、类推 → 猜测新的结论  

2.演绎推理 

(1)“三段论”是演绎推理的一般模式，包括： 

①大前提——已知的一般原理； 

②小前提——所研究的特殊情况； 

③结论——根据一般原理，对特殊情况做出的判断. 

(2)合情推理与演绎推理的区别 

归纳和类比是常用的合情推理，从推理形式上看，归纳是由部分到整体、个别到一般的推理；类比

是由特殊到特殊的推理；而演绎推理是由一般到特殊的推理.从推理所得的结论来看，合情推理的结论不

一定正确，有待进一步证明；演绎推理在大前提、小前提和推理形式都正确的前提下，得到的结论一定

正确. 

3.直接证明 

(1)综合法 

用 P 表示已知条件、已有的定义、定理、公理等，Q 表示所要证明的结论，则综合法可用框图表示

为： 

P⇒Q1 → Q1⇒Q2 → Q2⇒Q3 →…→ Qn⇒Q  

(2)分析法 

用 Q 表示要证明的结论，则分析法可用框图表示为： 

Q⇐P1 → P1⇐P2 → P2⇐P3 →…→得到一个明显成立的条件 

4.间接证明 
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反证法的证明过程可以概括为“否定——推理——否定”，即从否定结论开始，经过正确的推理，导

致逻辑矛盾，从而达到新的否定(即肯定原命题)的过程.用反证法证明命题“若 p，则 q”的过程可以用如图

所示的框图表示. 

肯定条件 p 否定结论 q→导致逻辑矛盾→“既 p，又綈 q”为假→“若 p，则 q”为真 

5.数学归纳法 

数学归纳法证明的步骤： 

(1)证明当 n 取第一个值 n0(n0∈N*)时命题成立. 

(2)假设 n＝k(k∈N*，且 k≥n0)时命题成立，证明 n＝k＋1 时命题也成立. 

由(1)(2)可知，对任意 n≥n0，且 n∈N*时，命题都成立. 

二、考题预测 

1．设 f（n）=1+ + +…+ （n＞2，n∈N），经计算可得 f（4）＞2，f（8）＞ ，f（16）＞3，f

（32）＞ ．观察上述结果，可得出的一般结论是（    ） 

A．f（2n）＞ （n≥2，n∈N） 

B．f（n2）≥ （n≥2，n∈N） 

C．f（2n）＞ （n≥2，n∈N） 

D．f（2n）≥ （n≥2，n∈N） 

2．证明不等式  （a≥2）所用的最适合的方法是（    ） 

A．综合法   B．分析法   C．间接证法   D．合情推理法 

3．用反证法证明命题“ ”,其反设正确的是（    ） 

A．      B．  

C．       D．  

4．观察下列各式：a＋b＝1，a2＋b2＝3，a3＋b3＝4，a4＋b4＝7，a5＋b5＝11，…，则 a10＋b10＝________． 

5．甲、乙、丙三位同学被问到是否去过 A，B，C三个城市时， 

甲说：我去过的城市比乙多，但没去过 B城市； 

乙说：我没去过 C城市； 

丙说：我们三人去过同一城市． 

由此判断乙去过的城市为________． 

  

2 2 0, 0(a b a a+ = 若 则 、b全为 、b R)

0a b、 至少有一个为 0a b、 至少有一个不为

0a b、 全不为 0a b、 中只有一个为
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第二部分 几何 

考点一 平面几何 

一、要点回顾 

（一）三角形 

1.全等三角形  

三角形全等的判定定理： 

（1）边角边定理：有两边和它们的夹角对应相等的两个三角形全等（可简写成“边角边”或“SAS”） 

（2）角边角定理：有两角和它们的夹边对应相等的两个三角形全等（可简写成“角边角”或“ASA”） 

（3）角角边定理：有两角和其中一角的对边对应相等的两个三角形全等（可简写成“角角边”或

“AAS”） 

（4）边边边定理：有三边对应相等的两个三角形全等（可简写成“边边边”或“SSS”）． 

（5）直角三角形全等的判定： 

对于特殊的直角三角形，判定它们全等时，还有 HL 定理（斜边、直角边定理）：有斜边和一条直角

边对应相等的两个直角三角形全等（可简写成“斜边、直角边”或“HL”） 

2.相似三角形 

（1）三角形相似的判定方法 

①定义法：对应角相等，对应边成比例的两个三角形相似 

②平行法：平行于三角形一边的直线和其他两边（或两边的延长线）相交，所构成的三角形与原三

角形相似 

③判定定理 1：如果一个三角形的两个角与另一个三角形的两个角对应相等，那么这两个三角形相

似，可简述为两角对应相等，两三角形相似． 

④判定定理 2：如果一个三角形的两条边和另一个三角形的两条边对应成比例，并且夹角相等，那

么这两个三角形相似，可简述为两边对应成比例且夹角相等，两三角形相似． 

⑤判定定理 3：如果一个三角形的三条边与另一个三角形的三条边对应成比例，那么这两个三角形

相似，可简述为三边对应成比例，两三角形相似 

（2）直角三角形相似的判定方法 

①以上各种判定方法均适用 

②定理：如果一个直角三角形的斜边和一条直角边与另一个直角三角形的斜边和一条直角边对应成

比例，那么这两个直角三角形相似 

③垂直法：直角三角形被斜边上的高分成的两个直角三角形与原三角形相似． 

3.等腰三角形 

等腰三角形的性质与判定 

 等腰三角形性质 等腰三角形判定 
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中

线 

1.等腰三角形底边上的中线垂直底边，平

分顶角； 

2.等腰三角形两腰上的中线相等，并且它

们的交点与底边两端点距离相等． 

1.两边上中线相等的三角形是等腰三角形； 

2.如果一个三角形的一边中线垂直这条边（平

分这个边的对角），那么这个三角形是等腰三角形 

角

平

分

线 

1.等腰三角形顶角平分线垂直平分底边； 

2.等腰三角形两底角平分线相等，并且它

们的交点到底边两端点的距离相等． 

1.如果三角形的顶角平分线垂直于这个角的

对边（平分对边），那么这个三角形是等腰三角形； 

2.三角形中两个角的平分线相等，那么这个三

角形是等腰三角形． 

高

线 

1.等腰三角形底边上的高平分顶角、平分

底边； 

2.等腰三角形两腰上的高相等，并且它们

的交点和底边两端点距离相等． 

1.如果一个三角形一边上的高平分这条边（平

分这条边的对角），那么这个三角形是等腰三角形； 

2.有两条高相等的三角形是等腰三角形． 

角 等边对等角 等角对等边 

边 底的一半<腰长<周长的一半 两边相等的三角形是等腰三角形 

4 三角形中的中位线 

（1）三角形共有三条中位线，并且它们又重新构成一个新的三角形． 

（2）要会区别三角形中线与中位线． 

三角形中位线定理：三角形的中位线平行于第三边，并且等于它的一半． 

三角形中位线定理的作用： 

位置关系：可以证明两条直线平行． 

数量关系：可以证明线段的倍分关系． 

常用结论：任一个三角形都有三条中位线，由此有： 

结论 1：三条中位线组成一个三角形，其周长为原三角形周长的一半． 

结论 2：三条中位线将原三角形分割成四个全等的三角形． 

结论 3：三条中位线将原三角形划分出三个面积相等的平行四边形． 

结论 4：三角形一条中线和与它相交的中位线互相平分． 

结论 5：三角形中任意两条中位线的夹角与这夹角所对的三角形的顶角相等． 

（二）四边形 

1.平行四边形  

1.1 平行四边形的性质 

（1）平行四边形的邻角互补，对角相等． 

（2）平行四边形的对边平行且相等． 

推论：夹在两条平行线间的平行线段相等． 

（3）平行四边形的对角线互相平分． 

（4）若一直线过平行四边形两对角线的交点，则这条直线被一组对边截下的线段以对角线的交点

为中点，并且这两条直线二等分此平行四边形的面积． 
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1.2 平行四边形的判定 

（1）定义：两组对边分别平行的四边形是平行四边形 

（2）定理 1：两组对角分别相等的四边形是平行四边形 

（3）定理 2：两组对边分别相等的四边形是平行四边形 

（4）定理 3：对角线互相平分的四边形是平行四边形 

（5）定理 4：一组对边平行且相等的四边形是平行四边形 

1.3 两条平行线的距离 

两条平行线中，一条直线上的任意一点到另一条直线的距离，叫做这两条平行线的距离． 

平行线间的距离处处相等． 

1.4 平行四边形的面积 

S 平行四边形=底边长×高=ah 

2.矩形 

2.1 矩形的性质 

（1）具有平行四边形的一切性质（2）矩形的四个角都是直角 

（3）矩形的对角线相等（4）矩形是轴对称图形 

2.2 矩形的判定 

（1）定义：有一个角是直角的平行四边形是矩形 

（2）定理 1：有三个角是直角的四边形是矩形 

（3）定理 2：对角线相等的平行四边形是矩形 

2.3 矩形的面积 

S 矩形=长×宽=ab 

3.菱形  

3.1 菱形的性质 

（1）具有平行四边形的一切性质 

（2）菱形的四条边相等 

（3）菱形的对角线互相垂直，并且每一条对角线平分一组对角 

（4）菱形是轴对称图形 

3.2 菱形的判定 

（1）定义：有一组邻边相等的平行四边形是菱形 

（2）定理 1：四边都相等的四边形是菱形 

（3）定理 2：对角线互相垂直的平行四边形是菱形 

3.3 菱形的面积 

S 菱形=底边长×高=两条对角线乘积的一半 

4.正方形 

4.1 正方形的性质 

（1）具有平行四边形、矩形、菱形的一切性质 
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（2）正方形的四个角都是直角，四条边都相等 

（3）正方形的两条对角线相等，并且互相垂直平分，每一条对角线平分一组对角 

（4）正方形是轴对称图形，有 4 条对称轴 

（5）正方形的一条对角线把正方形分成两个全等的等腰直角三角形，两条对角线把正方形分成四

个全等的小等腰直角三角形 

（6）正方形的一条对角线上的一点到另一条对角线的两端点的距离相等． 

4.2 正方形的判定 

（1）判定一个四边形是正方形的主要依据是定义，途径有两种： 

先证它是矩形，再证有一组邻边相等． 

先证它是菱形，再证有一个角是直角． 

（2）判定一个四边形为正方形的一般顺序如下： 

先证明它是平行四边形； 

再证明它是菱形（或矩形）； 

最后证明它是矩形（或菱形） 

4.3 正方形的面积 

设正方形边长为 a，对角线长为 b 

S 正方形=
2

2
2 b

a =  

5.梯形 

5.1梯形的判定 

（1）定义：一组对边平行而另一组对边不平行的四边形是梯形． 

（2）一组对边平行且不相等的四边形是梯形． 

5.2等腰梯形的性质 

（1）等腰梯形的两腰相等，两底平行． 

（3）等腰梯形的对角线相等． 

（4）等腰梯形是轴对称图形，它只有一条对称轴，即两底的垂直平分线． 

5.3等腰梯形的判定 

（1）定义：两腰相等的梯形是等腰梯形 

（2）定理：在同一底上的两个角相等的梯形是等腰梯形 

（3）对角线相等的梯形是等腰梯形． 

5.4梯形的面积 
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（1）如图， DEABCDS
ABCD

•+= )(
2

1
梯形  

（2）梯形中有关图形的面积： 

① BACABD SS  = ；② BOCAOD SS  = ；③ BCDADC SS  =  

5.5 梯形中位线定理 

梯形中位线平行于两底，并且等于两底和的一半 

（三）圆 

1.基本概念 

1.1 圆的定义 

在一个个平面内，线段 OA 绕它固定的一个端点 O 旋转一周，另一个端点 A 随之旋转所形成的图

形叫做圆，固定的端点 O 叫做圆心，线段 OA 叫做半径． 

1.2 圆的几何表示 

以点 O 为圆心的圆记作“⊙O”，读作“圆 O” 

  

1.3 弦、弧等与圆有关的定义 

（1）弦 

连接圆上任意两点的线段叫做弦．（如图中的 AB） 

 

（2）直径 

经过圆心的弦叫做直径．（如途中的 CD） 

直径等于半径的 2 倍． 
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（3）半圆 

圆的任意一条直径的两个端点分圆成两条弧，每一条弧都叫做半圆． 

（4）弧、优弧、劣弧 

圆上任意两点间的部分叫做圆弧，简称弧． 

弧用符号“⌒”表示，以 A，B 为端点的弧记作“ ”，读作“圆弧 AB”或“弧 AB”． 

大于半圆的弧叫做优弧（多用三个字母表示）；小于半圆的弧叫做劣弧（多用两个字母表示） 

（5）圆心角 

顶点在圆心的角叫做圆心角． 

（6）弦心距 

从圆心到弦的距离叫做弦心距． 

（7）弧、弦、弦心距、圆心角之间的关系定理 

在同圆或等圆中，相等的圆心角所对的弧相等，所对的弦想等，所对的弦的弦心距相等． 

推论：在同圆或等圆中，如果两个圆的圆心角、两条弧、两条弦或两条弦的弦心距中有一组量相等，

那么它们所对应的其余各组量都分别相等． 

1.4 弧长和扇形面积 

（1）弧长公式 

n°的圆心角所对的弧长 l 的计算公式为
180

rn
l


=  

（2）扇形面积公式 

lRR
n

S
2

1

360

2 == 扇

 

其中 n 是扇形的圆心角度数，R 是扇形的半径，l 是扇形的弧长． 

（3）圆锥的侧面积 

rlrlS  =•= 2
2

1  

其中 l 是圆锥的母线长，r 是圆锥的地面半径． 

1.5 外接圆和内切圆 

（1）三角形的外接圆：经过三角形的三个顶点的圆叫做三角形的外接圆． 

（2）三角形的外心：三角形的外接圆的圆心是三角形三条边的垂直平分线的交点，它叫做这个三角

形的外心． 

（3）圆内接四边形性质（四点共圆的判定条件）：圆内接四边形对角互补． 

（4）三角形的内切圆：与三角形的各边都相切的圆叫做三角形的内切圆． 

（5）三角形的内心：三角形的内切圆的圆心是三角形的三条内角平分线的交点，它叫做三角形的内

心． 

1.6 圆的对称性 

（1）圆的轴对称性 

圆是轴对称图形，经过圆心的每一条直线都是它的对称轴． 
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（2）圆的中心对称性 

圆是以圆心为对称中心的中心对称图形． 

1.7 圆周角 

（1）圆周角：顶点在圆上，并且两边都和圆相交的角叫做圆周角． 

（2）圆周角定理 

一条弧所对的圆周角等于它所对的圆心角的一半． 

推论 1：同弧或等弧所对的圆周角相等；同圆或等圆中，相等的圆周角所对的弧也相等． 

推论 2：半圆（或直径）所对的圆周角是直角；90°的圆周角所对的弦是直径． 

推论 3：如果三角形一边上的中线等于这边的一半，那么这个三角形是直角三角形． 

1.8 点和圆的位置关系 

设⊙O 的半径是 r，点 P 到圆心 O 的距离为 d，则有： 

d<r点 P 在⊙O 内； 

d=r点 P 在⊙O 上； 

d>r点 P 在⊙O 外． 

2.直线与圆的位置关系 

（1）相交：直线和圆有两个公共点时，叫做直线和圆相交，这时直线叫做圆的割线，公共点叫做交

点； 

（2）相切：直线和圆有唯一公共点时，叫做直线和圆相切，这时直线叫做圆的切线， 

（3）相离：直线和圆没有公共点时，叫做直线和圆相离． 

如果⊙O的半径为 r，圆心 O 到直线 l的距离为 d,那么： 

直线 l与⊙O相交 d<r； 

直线 l与⊙O相切 d=r； 

直线 l与⊙O相离 d>r； 

3.圆和圆 

（1）圆和圆的位置关系 

如果两个圆没有公共点，那么就说这两个圆相离，相离分为外离和内含两种． 

如果两个圆只有一个公共点，那么就说这两个圆相切，相切分为外切和内切两种． 

如果两个圆有两个公共点，那么就说这两个圆相交． 

（2）圆心距 

两圆圆心的距离叫做两圆的圆心距． 

（3）圆和圆位置关系的性质与判定 

设两圆的半径分别为 R 和 r，圆心距为 d，那么 
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两圆外离 d>R+r 

两圆外切 d=R+r 

两圆相交 R-r<d<R+r（R≥r） 

两圆内切 d=R-r（R>r） 

两圆内含 d<R-r（R>r） 

（4）两圆相切、相交的重要性质 

如果两圆相切，那么切点一定在连心线上，它们是轴对称图形，对称轴是两圆的连心线；相交的两

个圆的连心线垂直平分两圆的公共弦． 

4.相关定理 

4.1相交弦定理：⊙O中，弦 AB 与弦 CD 相交与点 E，则 AE• BE=CE• DE 

 

4.2 弦切角 

弦切角：圆的切线与经过切点的弦所夹的角，叫做弦切角. 

弦切角定理：弦切角等于弦与切线夹的弧所对的圆周角.即：∠BAC=∠ADC 

 

4.3 切割线定理：PA 为⊙O 切线，PBC 为⊙O 割线，则 PCPBPA •=2  

 

4.4 切线的判定定理 

经过半径的外端并且垂直于这条半径的直线是圆的切线． 

4.5 切线的性质定理 
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圆的切线垂直于经过切点的半径． 

4.6切线长定理 

从圆外一点引圆的两条切线，它们的切线长相等，圆心和这一点的连线平分两条切线的夹角． 

4.7 垂径定理及其推论 

垂径定理：垂直于弦的直径平分这条弦，并且平分弦所对的弧． 

推论 1：（1）平分弦（不是直径）的直径垂直于弦，并且平分弦所对的两条弧． 

（2）弦的垂直平分线经过圆心，并且平分弦所对的两条弧． 

（3）平分弦所对的一条弧的直径垂直平分弦，并且平分弦所对的另一条弧． 

推论 2：圆的两条平行弦所夹的弧相等． 

垂径定理及其推论可概括为： 

       过圆心 

       垂直于弦 

直径   平分弦                  知二推三 

       平分弦所对的优弧 

       平分弦所对的劣弧 

二、考题预测 

（一）三角形 

1．如图，△ABC 中，∠A=90°，AB=AC，BD 平分∠ABC 交 AC 于 D,DE⊥BC 于点 E，且 BC=6，

则△DEC 的周长是（    ） 

 

A．12 cm    B．10 cm    C．6cm    D．以上都不对 

2．如图，把一块含有 45°角的直角三角板的两个顶点放在直尺的对边上．如果∠1=20o，那么∠2

的度数是（    ) 

 

A．15o    B．20o    C．25o    D．30o 

3．如图，∠CAB＝∠DBA，再添加一个条件，不一定能判△ABC≌△BAD 的是（    ） 
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A．AC＝BD   B．AD＝BC   C．∠DAB ＝∠CBA D．∠C＝∠D  

4．如图，△ABC 中，∠C=90°，AD 平分∠BAC，AB=5，CD=2，则△ABD 的面积是____________． 

 

5．如图是一株美丽的勾股树，其中所有的四边形都是正方形，所有的三角形都是直角三角形，若正

方形 A、B、C、D 的面积分别为 2，5，1，2，则最大的正方形 E 的面积是__     __． 

 

6．如图，∠ABC=∠ADC=90°，M、N 分别是 AC、BD 的中点．求证：MN⊥BD． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（二）四边形 

1．下列说法不正确的是（    ） 

A．一组邻边相等的矩形是正方形 

B．对角线相等的菱形是正方形 
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C．对角线互相垂直的矩形是正方形   

D．有一个角是直角的平行四边形是正方形 

2．菱形的两条对角线长分别是 6 和 8，则此菱形的边长是（    ） 

A．10    B．8    C．6    D．5 

3．在 2×2 的方格中，再画出一个三角形，要求所画三角形是图中三角形经过轴对称变换后得到的

图形，且所画三角形顶点与方格中的小正方形顶点重合，有（    ）种画法． 

 

A．2     B．3     C．4     D．5 

4．下列图标中，属于中心对称的是（    ） 

 

5．已知正 n 边形的一个内角为 135°，则边数 n 的值是（    ） 

A．10    B．8    C．7    D．6 

6．如图，正方形 ABCD 和正方形 CEFG 中，点 D 在 CG 上，BC= 2 ，CE=3 2 ，H 是 AF 的中

点，那么 CH 的长是（    ） 

 

A．3.5    B．     C． 10     D．2  

7．如图，将矩形纸片 ABCD 的四个角向内折起，恰好拼成一个无缝隙无重叠的四边形 EFGH，若

EH=3，EF=4，则边 AD 的长是（    ） 

 

A．2    B．3    C．4．8    D．5 
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8．如图，正方形 ABCD 中，点 E 在边 AB 上，且 BE= 2 ，AE=3BE，点 P 在线段 AC 上的运动，

则 PE+PB 的最小值为__________．  

 

9．如图，在正方形 ABCD 中，E、F 分别是边 AD、CD 上的点， DCDFEDAE
4

1
, == ，连接 EF

并延长交 BC 的延长线于点 G． 

 

（1）求证： ABE ∽ DEF ； 

（2）若正方形的边长为 4，求 BG 的长． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

10．如图，四边形 ABCD 是正方形，△ECF 是等腰直角三角形，其中 CE=CF，G 是 CD 与 EF 的交

点． 
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（1）求证：△BCF≌△DCE； 

（2）求证：BF=DE，BF⊥DE； 

（3）若 BC=5，CF=3，∠BFC=90°，求 DG：GC 的值． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（三）圆 

1．下列四个命题： 

①直径是弦； 

②经过三个点一定可以作圆； 

③三角形的外心到三角形各顶点的距离都相等； 

④半径相等的两个半圆是等弧． 

其中正确的有（    ） 

A．4 个    B．3 个    C．2 个    D．1 个 

2．如图，AB 是⊙O 直径，∠AOC=130°，则∠D=（    ） 
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A．65°    B．25°    C．15°    D．35° 

3．圆锥体的高 h=2 3 cm，底面半径 r=2cm，则圆锥体的全面积为（    ）cm2． 

A．4 3 π   B．8π    C．12π    D．（4 3 +4）π 

4．如图，⊙O 的半径 OD⊥弦 AB 于点 C，连结 AO 并延长交⊙O 于点 E，连结 EC 若 AB＝8，CD

＝2，则 EC 的长为（    ） 

 

A．     B．8     C．     D．  

5．如图，已知⊙O 是△ABD 的外接圆，AB 是⊙O 的直径，CD 是⊙O 的弦，∠ABD=58°，则∠

BCD=__________． 

 

6．如图，AB 是⊙O 的直径，点 C 在⊙O 上，CE⊥AB 于 E，CD 平分ECB，交过点 B 的射线于

D，交 AB 于 F，且 BC=BD． 

 

（1）求证：BD 是⊙O 的切线； 

（2）若 AE=9，CE=12，求 BF 的长． 

 

E

A BC

D

O

2 15 2 10 2 13
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考点二 立体几何 

一、要点回顾 

（一）空间几何体 

1．四棱柱、直四棱柱、正四棱柱、正方体、平行六面体、直平行六面体、长方体之间的关系 

 

2．球 

半圆绕着它的直径所在的直线旋转一周所形成的曲面叫做球面，球面成的几何体叫做球体． 

同一个平面截一个球，截面是圆面． 

3．空间几何体的两组常用公式 

(1)柱体、锥体、台体的侧面积公式： 

①S 柱侧＝ch(c 为底面周长，h 为高)； 

②S 锥侧＝
1

2ch′(c 为底面周长，h′为斜高)； 

③S 台侧＝
1

2(c＋c′)h′(c′，c 分别为上，下底面的周长，h′为斜高)； 

④S 球表＝4πR2(R 为球的半径)． 

(2)柱体、锥体和球的体积公式： 

①V 柱体＝Sh(S 为底面面积，h 为高)； 

②V 锥体＝
1

3Sh(S 为底面面积，h 为高)； 

③V 台＝
1

3(S＋ SS′＋S′)h(不要求记忆)； 

④V 球＝
4

3πR3(R 为球的半径). 

（二）空间中的平行与垂直 

1．线面平行与垂直的判定定理、性质定理 

线面平行的判定定理 a α，b α，a∥b ⇒a∥α  

线面平行的性质定理 

a∥α，a β，α∩β＝b ⇒

a∥b 
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线面垂直的判定定理 

l⊥a, l⊥b,a,b α,a∩b=O⇒

l⊥α 
 

线面垂直的性质定理 a⊥α, b⊥α⇒a∥b  

2.面面平行与垂直的判定定理、性质定理 

面面垂直的判定定理 a β,a⊥α⇒α⊥β  

面面垂直的性质定理 α⊥β, α∩β＝c,a α,a⊥c⇒a⊥β  

面面平行的判定定理 
a β，b β，a∩b＝O，a∥α，

b∥α⇒α∥β 
 

面面平行的性质定理 α∥β，α∩γ＝a，β∩γ＝b ⇒a∥b  

提醒：使用有关平行、垂直的判定定理时，要注意其具备的条件，缺一不可． 

3．平行关系及垂直关系的转化 

线线平行
线面平行的判定

线面平行的性质
线面平行

面面平行的判定

面面平行的性质
面面平行面面平行的判定面面平行的性质 

线线垂直
线面垂直的判定

线面垂直的性质
线面垂直

面面垂直的判定

面面垂直的性质
面面垂直面面垂直的判定面面垂直的性质 

规律总结：1．证明线线平行的常用方法 

(1)利用平行公理，即证明两直线同时和第三条直线平行； 

(2)利用平行四边形进行转换； 

(3)利用三角形中位线定理证明； 

(4)利用线面平行、面面平行的性质定理证明． 

2．证明线面平行的常用方法 

(1)利用线面平行的判定定理，把证明线面平行转化为证线线平行； 

(2)利用面面平行的性质定理，把证明线面平行转化为证面面平行． 

3．证明面面平行的方法 

证明面面平行，依据判定定理，只要找到一个面内两条相交直线与另一个平面平行即可，从而将证

面面平行转化为证线面平行，再转化为证线线平行． 

4．证明线线垂直的常用方法 

(1)利用特殊平面图形的性质，如利用直角三角形、矩形、菱形、等腰三角形等得到线线垂直； 

(2)利用勾股定理逆定理； 
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(3)利用线面垂直的性质，即要证线线垂直，只需证明一线垂直于另一线所在平面即可． 

5．证明线面垂直的常用方法 

(1)利用线面垂直的判定定理，把线面垂直的判定转化为证明线线垂直； 

(2)利用面面垂直的性质定理，把证明线面垂直转化为证面面垂直； 

(3)利用常见结论，如两条平行线中的一条垂直于一个平面，则另一条也垂直于这个平面． 

6．证明面面垂直的方法 

证明面面垂直常用面面垂直的判定定理，即证明一个面过另一个面的一条垂线，将证明面面垂直转

化为证明线面垂直，一般先从现有直线中寻找，若图中不存在这样的直线，则借助中点、高线或添加辅

助线解决. 

（三）立体几何中的向量方法 

1．直线与平面、平面与平面的平行与垂直的向量方法 

设直线 l 的方向向量为 a＝(a1，b1，c1)．平面 α、β 的法向量分别为 μ＝(a2，b2，c2)，v＝(a3，b3，

c3)(以下相同)． 

(1)线面平行 

l∥α⇔a⊥μ⇔a·μ＝0⇔a1a2＋b1b2＋c1c2＝0. 

(2)线面垂直  

l⊥α⇔a∥μ⇔a＝kμ⇔a1＝ka2，b1＝kb2，c1＝kc2. 

(3)面面平行 

α∥β⇔μ∥v⇔μ＝λv⇔a2＝λa3，b2＝λb3，c2＝λc3. 

(4)面面垂直 

α⊥β⇔μ⊥v⇔μ·v＝0⇔a2a3＋b2b3＋c2c3＝0. 

2．直线与直线、直线与平面、平面与平面的夹角计算 

设直线 l，m 的方向向量分别为 a＝(a1，b1，c1)，b＝(a2，b2，c2)．平面 α、β 的法向量分别为 μ＝

(a3，b3，c3)，v＝(a4，b4，c4)(以下相同)． 

(1)线线夹角 

设 l，m 的夹角为 θ(0≤θ≤
π

2)，则 

cosθ＝
|a·b|

|a||b|＝
|a1a2＋b1b2＋c1c2|

a 2

1

＋b 2

1

＋c 2

1

a 2

2

＋b 2

2

＋c 2

2

. 

(2)线面夹角 

设直线 l 与平面 α 的夹角为 θ(0≤θ≤
π

2)， 

则 sinθ＝
|a·μ|

|a||μ|＝|cos〈a，μ〉|. 

(3)面面夹角 

设半平面 α、β 的夹角为 θ(0≤θ≤π)， 

则|cosθ|＝
|μ·v|

|μ||v|＝|cos〈μ，v〉|. 
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提醒：求二面角时，两法向量的夹角有可能是二面角的补角，要注意从图中分析． 

3．求空间距离 

直线到平面的距离，两平行平面的距离均可转化为点到平面的距离，点 P 到平面 α 的距离：d＝

|PM
→

·n|

|n| (其中 n为 α 的法向量，M 为 α 内任一点). 

二、考题预测 

（一）空间几何体 

1．将如图所示表面带有图案的正方体沿某些棱展开后，得到的图形是（    ） 

 

A．   B．   C．   D．  

2．己知 O 为圆锥的顶点，M 为圆锥底面上一点 ，点 P 在 OM 上．一只锅牛从 P 点出发，绕圆锥

侧面爬行，回到 P 点时所爬过的最短路线的痕迹如图所示,若沿 OM 将圆锥侧面剪开并展开，所得侧面

展开图是（    ） 

 

3．将一张正方形纸片如图所示折叠两次，并在上面剪下一个菱形小洞，纸片展开后是（    ） 

 

 

4．已知正四棱锥 O－ABCD 的体积为
3 2

2
，底面边长为 3，则以 O 为球心，OA 为半径的球的表面

积为________． 
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5．如图，已知正方体 ABCD－A1B1C1D1 的棱长为 2，O 为底面正方形 ABCD 的中心，则三棱锥 B1

－BCO 的体积 VB1－BCO＝________． 

 

6．一个几何体的三视图如图所示，其中正视图是一个正三角形，则这个几何体的体积是__________，

表面积是__________． 

 

7．如图，在四棱锥 P－ABCD 中，底面 ABCD 是直角梯形，∠DAB＝90°，AD∥BC，AD⊥侧面

PAB，△PAB 是等边三角形，DA＝AB＝2，BC＝
1

2
AD，E 是线段 AB 的中点． 

 

(1)求证：PE⊥CD； 

(2)求四棱锥 P－ABCD 的体积． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



成师之路  格木相助 

73   

（二）空间中的平行与垂直 

1．设 a，b 表示直线，α，β，γ 表示不同的平面，则下列命题中正确的是（    ） 

A．若 a⊥α 且 a⊥b，则 b∥α 

B．若 γ⊥α 且 γ⊥β，则 α∥β 

C．若 a∥α 且 a∥β，则 α∥β 

D．若 γ∥α 且 γ∥β，则 α∥β 

2．“直线 l 垂直于△ABC 的边 AB，AC”是“直线 l 垂直于△ABC 的边 BC”的（    ）条件． 

A．充要         B．充分不必要 

C．必要不充分        D．既不充分也不必要 

3．设 m、n 是不同的直线，α、β 是不同的平面，有以下四个命题： 

①若 α⊥β，m∥α，则 m⊥β 

②若 m⊥α，n⊥α，则 m∥n 

③若 m⊥α，m⊥n，则 n∥α 

④若 n⊥α，n⊥β，则 β∥α 

其中真命题的序号为________． 

4．如图，在四棱锥 P－ABCD 中，AB∥CD，AB⊥AD，CD＝2AB，平面 PAD⊥底面 ABCD，PA⊥AD，

E 和 F 分别是 CD 和 PC 的中点，求证： 

 

(1)PA⊥底面 ABCD； 

(2)BE∥平面 PAD； 

(3)平面 BEF⊥平面 PCD． 
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5．如图(1)，在 Rt△ABC 中，∠C＝90°，D，E 分别为 AC，AB 的中点，点 F 为线段 CD 上的一点，

将△ADE 沿 DE 折起到△A1DE 的位置，使 A1F⊥CD，如图(2)． 

 

(1)求证：DE∥平面 A1CB； 

(2)求证：A1F⊥BE； 

(3)线段 A1B 上是否存在点 Q，使 A1C⊥平面 DEQ？请说明理由． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（三）立体几何中的向量方法 

1．已知平面 ABC，点 M 是空间任意一点，点 M 满足条件OM
→

＝
3

4
OA
→

＋
1

8
OB
→

＋
1

8
OC
→

，则直线 AM（    ）． 

A．与平面 ABC 平行 

B．是平面 ABC 的斜线 

C．是平面 ABC 的垂线 

D．在平面 ABC 内 

2．在棱长为 1 的正方体 ABCD－A1B1C1D1 中，M 是 BC 的中点，P，Q 是正方体内部或面上的两个

动点，则AM
→

·PQ
→

的最大值是________． 
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3．正方体 ABCD－A1B1C1D1的棱长为 1，E、F 分别为 BB1、CD 的中点，则点 F 到平面 A1D1E 的距

离为_______________． 

4．如图，在直三棱柱 ADE—BCF 中，面 ABFE 和面 ABCD 都是正方形且互相垂直，M 为 AB 的中

点，O 为 DF 的中点．运用向量方法证明： 

 

(1)OM∥平面 BCF； 

(2)平面 MDF⊥平面 EFCD． 

 

 

 

 

 

 

 

 

5．如图，五面体中，四边形 ABCD 是矩形，AB∥EF，AD⊥平面 ABEF，且 AD＝1，AB＝
1

2
EF＝2 2，

AF＝BE＝2，P、Q 分别为 AE、BD 的中点． 

 

(1)求证：PQ∥平面 BCE； 

(2)求二面角 A－DF－E 的余弦值． 
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6．如图，在直三棱柱 ABC－A1B1C1中，AB＝BC＝2AA1，∠ABC＝90°，D 是 BC 的中点． 

 

(1)求证：A1B∥平面 ADC1； 

(2)求二面角 C1－AD－C 的余弦值； 

(3)试问线段 A1B1上是否存在点 E，使 AE 与 DC1成 60°角？若存在，确定 E 点位置；若不存在，说

明理由． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7．如图，在三棱柱 ABC-A1B1C1中，AA1C1C是边长为 4的正方形，平面 ABC⊥平面 AA1C1C，AB＝3，BC

＝5． 

 

（1）求直线 B1C1 与平面 A1BC1 所成角的正弦值； 

（2）在线段 BC1 上确定一点 D，使得 AD⊥A1B，并求
1

BD

BC
的值． 
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8．如图，直三棱柱 ABC—A1B1C1，底面△ABC 中，CA=CB=1，∠BCA=90°，棱 AA1=2，M、N

分别是 A1B1，A1A 的中点； 

 

（1） .: 11 MCBA ⊥求证  

（2）求 CB1与平面 A1ABB1 所成的角的余弦值． 
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考点三 解析几何 

一、要点回顾 

（一）直线与圆 

1.直线方程的五种形式 

(1)点斜式：y－y1＝k(x－x1)(直线过点 P1(x1，y1)，且斜率为 k，不包括 y 轴和平行于 y 轴的直线)． 

(2)斜截式：y＝kx＋b(b 为直线 l 在 y 轴上的截距，且斜率为 k，不包括 y 轴和平行于 y 轴的直线)． 

(3)两点式：
y－y1

y2－y1＝
x－x1

x2－x1
(直线过点 P1(x1，y1)，P2(x2，y2)，且 x1≠x2，y1≠y2，不包括坐标轴和平行

于坐标轴的直线)． 

(4)截距式：
x

a＋
y

b＝1(a、b 分别为直线的横、纵截距，且 a≠0，b≠0，不包括坐标轴、平行于坐标轴

和过原点的直线)． 

(5)一般式：Ax＋By＋C＝0(其中 A，B 不同时为 0)． 

2．直线的两种位置关系 

当不重合的两条直线 l1 和 l2 的斜率存在时： 

(1)两直线平行 l1∥l2⇔k1＝k2. 

(2)两直线垂直 l1⊥l2⇔k1·k2＝－1. 

提醒：当一条直线的斜率为 0，另一条直线的斜率不存在时，两直线也垂直，此种情形易忽略． 

3．三种距离公式 

(1)A(x1，y1)，B(x2，y2)两点间的距离：AB＝ x2－x1
2＋ y2－y1

2. 

(2)点到直线的距离：d＝
|Ax0＋By0＋C|

A2＋B2 (其中点 P(x0，y0)，直线方程：Ax＋By＋C＝0)． 

(3)两平行线间的距离：d＝
|C2－C1|

A2＋B2(其中两平行线方程分别为 l1：Ax＋By＋C1＝0，l2：Ax＋By＋C2

＝0)． 

提醒：应用两平行线间距离公式时，注意两平行线方程中 x，y的系数应对应相等． 

4．圆的方程的两种形式 

(1)圆的标准方程：(x－a)2＋(y－b)2＝r2. 

(2)圆的一般方程：x2＋y2＋Dx＋Ey＋F＝0(D2＋E2－4F>0)． 

5．直线与圆、圆与圆的位置关系 

(1)直线与圆的位置关系：相交、相切、相离，代数判断法与几何判断法． 

(2)圆与圆的位置关系：相交、相切、相离，代数判断法与几何判断法. 

规律总结： 

1．由于直线方程有多种形式，各种形式适用的条件、范围不同，在具体求直线方程时，由所给的条

件和采用的直线方程形式所限，可能会产生遗漏的情况，尤其在选择点斜式、斜截式时要注意斜率不存

在的情况． 
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2．确定圆的方程时，常用到圆的几个性质： 

(1)直线与圆相交时应用垂径定理构成直角三角形(半弦长，弦心距，圆半径)； 

(2)圆心在过切点且与切线垂直的直线上； 

(3)圆心在任一弦的中垂线上； 

(4)两圆内切或外切时，切点与两圆圆心三点共线； 

(5)圆的对称性：圆关于圆心成中心对称，关于任意一条过圆心的直线成轴对称． 

3．直线与圆中常见的最值问题 

圆上的点与圆外点的距离的最值问题，可以转化为圆心到点的距离问题；圆上的点与直线上点的距

离的最值问题，可以转化为圆心到直线的距离问题；圆上的点与另一圆上点的距离的最值问题，可以转

化为圆心到圆心的距离问题． 

4．过两圆 C1：x2＋y2＋D1x＋E1y＋F1＝0，C2：x2＋y2＋D2x＋E2y＋F2＝0 的交点的圆系方程为 x2＋

y2＋D1x＋E1y＋F1＋λ(x2＋y2＋D2x＋E2y＋F2)＝0. 

5．两圆相交，将两圆方程联立消去二次项，得到一个二元一次方程，即为两圆公共弦所在的直线方

程. 

（二）椭圆、双曲线、抛物线 

圆锥曲线的定义、标准方程与几何性质 

名称 椭圆 双曲线 抛物线 

定义 
PF1＋PF2＝2a 

(2a＞F1F2) 

|PF1－PF2|＝2a(2a＜

F1F2) 

PF＝PM，点 F 不在直

线 l 上，PM⊥l 于 M 

标准方程 
x2

a2＋
y2

b2＝1(a＞b＞0) 
x2

a2－
y2

b2＝1(a＞0，b＞0) y2＝2px(p＞0) 

图形    

几 

何 

性 

质 

范围 |x|≤a，|y|≤b |x|≥a x≥0 

顶点 (±a,0)(0，±b) (±a,0) (0,0) 

对称

性 
关于 x 轴，y 轴和原点对称 关于 x 轴对称 

焦点 (±c,0) (
p

2，0) 

轴 长轴长 2a，短轴长 2b 实轴长 2a，虚轴长 2b  

离心

率 

e＝
c

a＝ 1－
b2

a2(0＜e＜

1) 
e＝

c

a＝ 1＋
b2

a2(e＞1) 
e＝1 
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准线  x＝－
p

2 

渐近

线 
 y＝±

b

ax  

规律总结 

1．对涉及圆锥曲线上点到焦点距离或焦点弦的问题，恰当选用定义解题，会效果明显，定义中的定

值是标准方程的基础． 

2．椭圆、双曲线的方程形式上可统一为 Ax2＋By2＝1，其中 A、B 是不等的常数，A>B>0 时，表示

焦点在 y 轴上的椭圆；B>A>0 时，表示焦点在 x 轴上的椭圆；AB<0 时，表示双曲线． 

3．求双曲线、椭圆的离心率的方法：(1)直接求出 a，c，计算 e＝
c

a；(2)根据已知条件确定 a，b，c

的等量关系，然后把 b 用 a，c 代换，求
c

a. 

4．通径：过双曲线、椭圆、抛物线的焦点垂直于对称轴的弦称为通径，双曲线、椭圆的通径长为

2b2

a ，过椭圆焦点的弦中通径最短；抛物线通径长是 2p，过抛物线焦点的弦中通径最短． 

椭圆上点到焦点的最长距离为 a＋c，最短距离为 a－c. 

5．抛物线焦点弦性质： 

已知 AB 是抛物线 y2＝2px(p>0)的焦点弦，F 为抛物线的焦点，A(x1，y1)，B(x2，y2)． 

(1)y1y2＝－p2，x1x2＝
p2

4； 

(2)AB＝x1＋x2＋p＝
2p

sin2α(α 为弦 AB 的倾斜角)； 

(3)S△AOB＝
p2

2sinα； 

(4)
1

FA＋
1

FB为定值
2

p； 

(5)以 AB 为直径的圆与抛物线的准线相切. 
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二、考题预测 

（一）直线与圆 

1．设 ,P Q分别为直线 0x y− = 和圆 2 2( 6) 2x y+ − = 上的点，则 | |PQ 的最小值为（    ） 

A．2 2     B．3 2     C．4 2     D．4  

2．已知直线 ( )1 :3 2 1 0l mx m y+ + + = ，直线 ( ) ( )2 : 2 2 2 0l m x m y− + + + = ，且 1 2//l l ，则m 的

值为（    ） 

A．-1    B．
1

2
    C．

1

2
或-2   D．-1 或-2 

3．若直线 2 2 0( 0)ax by a b+ − =   ，始终平分圆 的周长，则

的最小值为（    ） 

A．1    B．    C．    D．6 

4．直线 l1：kx＋(1－k)y－3＝0 和 l2：(k－1)x＋(2k＋3)y－2＝0 互相垂直，则 k＝________． 

5．若直线 2 2 0( , 0)ax by a b+ − =  始终平分圆
2 2 4 2 8 0x y x y+ − − − = 的周长，则

1 4

a b
+ 的最小值为

__________．  

6．若圆 O：x2＋y2＝4 与圆 C：x2＋y2＋4x－4y＋4＝0 关于直线 l 对称，则直线 l 的方程是________． 

7．若直线 y＝kx＋2k 与圆 x2＋y2＋mx＋4＝0 至少有一个交点，则 m 的取值范围是________． 

8．设 P 为直线 3x＋4y＋3＝0 上的动点，过点 P 作圆 C：x2＋y2－2x－2y＋1＝0 的两条切线，切点

分别为 A，B，则四边形 PACB 的面积的最小值为________． 

（二）椭圆、双曲线、抛物线 

1．双曲线 1
4

2
2

=− y
x

的顶点到其渐近线的距离等于（    ） 

A．
5

2
    B．

5

4
    C．

5

52
   D．

5

54
 

2．与双曲线 1
23

22

=−
yx

有共同的渐近线，且经过点 )52,3(A 的双曲线的方程为（    ） 

A． 1
1216

22

=−
xy

  B． 1
4

2
2

2 =−
y

x   C． 1
2718

22

=−
xy

  D． 1
46

22

=−
yx

 

3．如图， 1F 、 2F 分别是双曲线 )0,0(1
2

2

2

2

=− ba
b

y

a

x
的两个焦点，以坐标原点O 为圆心， 1FO

为半径的圆与该双曲线左支交于 A、 B 两点，若△ ABF2 是等边三角形，则双曲线的离心率为（    ） 

082422 =−−−+ yxyx 1 2
a b
+

223+ 24
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A． 3     B．2    C． 3 1−    D．1 3+  

4．已知双曲线
2 2

2 2

x y
1

a b
− = （a>0，b>0）的一条渐近线方程是 y= 3 x，它的一个焦点在抛物线 y2=24x

的准线上，则双曲线的方程为（    ） 

A．
2 2x y

1
36 108

− =   B．
2 2x y

1
108 36

− =   C．
2 2x y

1
9 27
− =   D．

2 2x y
1

27 9
− =  

5．已知抛物线
2 4y x= 的准线与双曲线

2
2 1

x
y

m
− = 的左支交于 ,A B 两点，点 F 为抛物线的焦点，

若 AFB 为直角，则双曲线的离心率是（    ） 

A． 6     B．
6

6
    C．

30

5
   D．2 6  

6．过双曲线
2

2 1
15

y
x − = 的右支上一点P ，分别向圆

2 2

1 : ( 4) 4C x y+ + = 和圆 2 :C 2 2( 4) 1x y− + =

作切线，切点分别为M ， N ，则
2 2| | | |PM PN− 的最小值为（    ） 

A．10     B．13     C．16     D．19  

7．已知双曲线
x2

a2－
y2

b2＝1(a>0，b>0)以及双曲线
y2

a2－
x2

b2＝1 的渐近线将第一象限三等分，则双曲线
x2

a2

－
y2

b2＝1 的离心率为________． 

8 已知双曲线
x2

a2－
y2

b2＝1(a>0，b>0)的一条渐近线方程是 y＝ 3x，它的一个焦点在抛物线 y2＝24x 的

准线上，则双曲线的方程为________． 

9．设 F1，F2分别是椭圆 E：
x2

a2＋
y2

b2＝1(a>b>0)的左，右焦点，过 F1且斜率为 1 的直线 l 与 E 相交于

A，B 两点，且 AF2，AB，BF2成等差数列． 

(1)求 E 的离心率； 

(2)设点 P(0，－1)满足 PA＝PB，求 E 的方程． 
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10．在平面直角坐标系 xOy 中，已知椭圆 C：
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = ( 0)a b  的离心率为

2

2
，且过点

6
(1, )

2
，

过椭圆的左顶点 A 作直线 l x⊥ 轴，点 M 为直线 l 上的动点，点 B 为椭圆右顶点，直线 BM 交椭圆 C 于

P． 

 

（1）求椭圆 C 的方程； 

（2）求证： AP OM⊥ ； 

（3）试问OP OM 是否为定值？若是定值，请求出该定值；若不是定值，请说明理由． 
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11．椭圆
2 2

2 2
1( 0)

x y
a b

a b
+ =   的左右焦点分别为 1F ， 2F ，且离心率为

1

2
，点P 为椭圆上一动点，

1 2F PF 面积的最大值为 3 ． 

（1）求椭圆的方程； 

（2）设椭圆的左顶点为 1A ，过右焦点 2F 的直线 l 与椭圆相交于 A，B 两点，连结 1A A， 1A B 并延

长交直线 4x = 分别于 P ，Q两点，问 2 2PF QF 是否为定值？若是，求出此定值；若不是,请说明理由． 
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12．已知椭圆 E： 1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
）（ 0 ba 的半焦距为 c，原点 O 到经过两点（c，0），（0，b）的

直线的距离为
2

1
c，  

（1）求椭圆 E 的离心率； 

（2）如图，AB 是圆 M: （x+2）2+（y-1）2=
2

5
的一条直径，若椭圆 E 经过 A，B 两点，求椭圆 E

的方程 
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第三部分 统计与概率 

一、要点回顾 

（一）排列、组合 

1．分类计数原理和分步计数原理 

如果每种方法都能将规定的事件完成，则要用分类计数原理将方法种数相加；如果需要通过若干步

才能将规定的事件完成，则要用分步计数原理将各步的方法种数相乘． 

2．排列与组合 

(1)排列：从 n 个不同元素中取出 m(m≤n)个元素，按照一定的顺序排成一列，叫做从 n 个不同元素

中取出 m 个元素的一个排列．从 n 个不同元素中取出 m 个元素的排列数公式是 Am
n＝n(n－1)(n－2)…(n

－m＋1)或写成 Am
n＝

n！

(n－m)！. 

(2)组合：从 n 个不同元素中取出 m(m≤n)个元素组成一组，叫做从 n 个不同元素中取出 m 个元素的

一个组合．从 n 个不同元素中取出 m 个元素的组合数公式是 

Cm
n＝

n(n－1)(n－2)…(n－m＋1)

m！ 或写成 Cm
n＝

n！

m！(n－m)！. 

(3)组合数的性质 

①Cm
n＝Cn－m

n ； 

②Cm
n＋1＝Cm

n＋Cm－1
n . 

规律总结 

排列、组合应用题的解题策略 

(1)在解决具体问题时，首先必须弄清楚是“分类”还是“分步”，接着还要搞清楚“分类”或者

“分步”的具体标准是什么． 

(2)区分某一问题是排列问题还是组合问题，关键看选出的元素与顺序是否有关．若交换某两个元素

的位置对结果产生影响，则是排列问题；若交换任意两个元素的位置对结果没有影响，则是组合问题．也

就是说排列问题与选取元素的顺序有关，组合问题与选取元素的顺序无关． 

(3)排列、组合综合应用问题的常见解法：①特殊元素(特殊位置)优先安排法；②合理分类与准确分

步；③排列、组合混合问题先选后排法；④相邻问题捆绑法；⑤不相邻问题插空法；⑥定序问题倍缩法；

⑦多排问题一排法；⑧“小集团”问题先整体后局部法；⑨构造模型法；⑩正难则反、等价转化法． 

（二）统计 

1．随机抽样 

(1)简单随机抽样特点是从总体中逐个抽取．适用范围：总体中的个体较少． 

(2)系统抽样特点是将总体均分成几部分，按事先确定的规则在各部分中抽取．适用范围：总体中的

个体数较多． 

(3)分层抽样特点是将总体分成几层，分层进行抽取．适用范围：总体由差异明显的几部分组成． 

2．常用的统计图表 
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(1)频率分布直方图 

①小长方形的面积＝组距×
频率

组距＝频率； 

②各小长方形的面积之和等于 1； 

③小长方形的高＝
频率

组距，所有小长方形的高的和为
1

组距. 

(2)茎叶图 

在样本数据较少时，用茎叶图表示数据的效果较好． 

3．用样本的数字特征估计总体的数字特征 

(1)众数、中位数、平均数 

数字特征 样本数据 频率分布直方图 

众数 出现次数最多的数据 取最高的小长方形底边中点的横坐标 

中位数 

将数据按大小依次排列，处在最中

间位置的一个数据(或最中间两个数据

的平均数) 

把频率分布直方图划分左右两个面积相等

的分界线与 x 轴交点的横坐标 

平均数 样本数据的算术平均数 
每个小矩形的面积乘以小矩形底边中点的

横坐标之和 

(2)方差：s2＝
1

n[(x1－ x )2＋(x2－ x )2＋…＋(xn－ x )2]． 

标准差： 

s＝
1

n[(x1－ x )2＋(x2－ x )2＋…＋(xn－ x )2]. 

（三）概率 

1．随机事件的概率 

(1)随机事件的概率范围：0≤P(A)≤1；必然事件的概率为 1；不可能事件的概率为 0. 

(2)古典概型的概率 

P(A)＝
m

n＝
A中所含的基本事件数

基本事件总数 . 

(3)几何概型的概率 

P(A)＝
构成事件A的区域长度(面积或体积)

试验的全部结果所构成的区域长度(面积或体积). 

2．条件概率 

在 B 发生的条件下 A 发生的概率： 

P(A|B)＝
P(AB)

P(B) . 

3．相互独立事件同时发生的概率 

P(AB)＝P(A)P(B)． 

4．独立重复试验 

如果事件 A 在一次试验中发生的概率是 p，那么它在 n 次独立重复试验中恰好发生 k 次的概率为 



成师之路  格木相助 

88   

Pn(k)＝Ck
npk(1－p)n－k，k＝0,1,2，…，n. 

5．超几何分布 

在含有 M 件次品的 N 件产品中，任取 n 件，其中恰有 X 件次品，则 P(X＝r)＝
Cr

MCn－r
N－M

Cn
N ，r＝0,1,2，…，

l，其中 l＝min(n，M)，且 n≤N，M≤N，n，M，N∈N*.此时称随机变量 X 服从超几何分布．超几何分

布的模型是不放回抽样，超几何分布中的参数是 M，N，n. 

6．离散型随机变量的概率分布 

(1)设离散型随机变量 X 可能取的值为 x1，x2，…，xi，…，xn，X 取每一个值 xi的概率为 P(X＝xi)＝

pi，则称下表： 

X x1 x2 x3 … xi … xn 

P p1 p2 p3 … pi … pn 

为离散型随机变量 X 的概率分布． 

(2)离散型随机变量 X 的概率分布具有两个性质：①pi≥0，②p1＋p2＋…＋pi＋…＋pn＝1(i＝1,2,3，…，

n)． 

(3)E(X)＝x1p1＋x2p2＋…＋xipi＋…＋xnpn为 X 的均值或数学期望(简称期望)． 

V(X)＝(x1－E(X))2·p1＋(x2－E(X))2·p2＋…＋(xi－E(X))2·pi＋…＋(xn－E(X))2·pn 叫做随机变量 ξ 的方

差． 

(4)性质 

①E(aX＋b)＝aE(X)＋b，V(aX＋b)＝a2V(X)； 

②X～B(n，p)，则 E(X)＝np，V(X)＝np(1－p)； 

③X 服从两点分布，则 E(X)＝p，V(X)＝p(1－p). 

二、考题预测 

（一）排列、组合 

1．从 8 名女生和 4 名男生中，抽取 3 名学生参加某档电视节目，如果按性别比例分层抽样，则不

同的抽取方法种数为________． 

2．计划展出 10 幅不同的画，其中 1 幅水彩画、4 幅油画、5 幅国画，排成一列，要求同一品种的

画必须连在一起，并且水彩画不放在两端，那么不同的排列方式的种数有________． 

3．把 5 件不同产品摆成一排，若产品 A 与产品 B 相邻，且产品 A 与产品 C 不相邻，则不同的摆法

有________种． 

4．小明试图将一箱中的 24 瓶啤酒全部取出，每次小明在取出啤酒时只能取出三瓶或四瓶啤酒，那

么小明取出啤酒的方式共有（    ）种． 

A．18    B．27    C．37    D．212  

5．将 2 名教师，4 名学生分成 2 个小组，分别安排到甲、乙两地参加社会实践活动，每个小组由 1

名教师和 2 名学生组成，不同的安排方案共有（    ） 

A．12 种    B．10 种    C．9 种    D．8 种 
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（二）统计 

1．要反映我市某一周每天的最高气温的变化趋势，宜采用（    ） 

A．条形统计图       B．扇形统计图 

C．折线统计图       D．频数分布统计图 

2．下列调查方式中，合适的是（    ）． 

A．为了解灯泡的寿命，采用普查的方式 

B．为了解我国中学生的睡眠状况，采用普查的方式 

C．为了解某班学生保护水资源的意识，采用普查的方式 

D．对“神舟七号”零部件的检查，采用抽样调查的方式 

3．一名射击爱好者 5 次射击的中靶环数如下：6，7，9，8，9，这 5 个数据的中位数是__________． 

4．若已知一组数据 x1，x2…，xn的平均数为 x，方差为 S2，那么另一组数据 3x1﹣2，3x2﹣2，…，

3xn﹣2的平均数为__________，方差为__________． 

5．甲、乙、丙三人的射击成绩如下图：三人中，________的射击成绩差，________更稳定． 

 

6．对一个容量为 N 的总体抽取容量为 n 的样本，当选取简单随机抽样、系统抽样和分层抽样三种

不同方法抽取样本时，总体中每个个体被抽中的概率分别为 p1，p2，p3，则 p1，p2，p3 的大小关系是________． 

7．某中学高中一年级有 400 人，高中二年级有 320 人，高中三年级有 280 人，现从中抽取一个容

量为 200 人的样本，则高中二年级被抽取的人数为________． 

8．从某中学高一年级中随机抽取 100 名同学，将他们的成绩(单位：分)数据绘制成频率分布直方图

(如图)．则这 100 名学生成绩的平均数、中位数分别为________． 

 

9．某校甲、乙两个班级各有 5 名编号为 1，2，3，4，5 的学生进行投篮练习，每人投 10 次，投中

的次数如下表： 

学生 1 号 2 号 3 号 4 号 5 号 

甲班 6 7 7 8 7 

乙班 6 7 6 7 9 

以上两组数据的方差中较小的一个为 s2，则 s2＝____________． 
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10．为了了解 2014 年某校高三学生的视力情况，随机抽查了一部分学生的视力，将调查结果分组，

分组区间为(3．9,4．2]，(4．2,4．5]，…，(5．1,5．4]．经过数据处理，得到如下频率分布表： 

分组 频数 频率 

(3.9,4.2] 3 0．06 

(4.2,4.5] 6 0．12 

(4.5,4.8] 25 x 

(4.8,5.1] y z 

(5.1,5.4] 2 0.04 

合计 n 1.0.0 

(1)求频率分布表中未知量 n，x，y，z 的值； 

(2)从样本中视力在(3．9,4．2]和(5．1,5．4]的学生中随机抽取 2 人，求 2 人的视力差的绝对值低于

0．5 的概率． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

11．“端午节”是我国的传统佳节，民间历来有吃“粽子”的习俗．我市某食品厂为了解市民对去年

销量较好的肉馅粽、豆沙馅粽、红枣馅粽、蛋黄馅粽（以下分别用 A，B，C，D 表示）这四种不同口味

粽子的喜爱情况，在节前对某居民区市民进行了抽样调查，并将调查情况绘制成如下两幅统计图 

 

请根据以上信息回答： 

（1）本次参加抽样调查的居民有________人； 

（2）扇形统计图中：a=________，b=_________，并把条形统计图补充完整； 

a %

b%
    B

10%

   A

   C

  D

40%
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（3）若有外型完全相同的 A，B，C，D 粽各一个，煮熟后，小王吃了两个，用列表或画树状图的

方法，求他第二个吃到的恰好是 C 粽的概率． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（三）概率 

1．我市某中学举办了一次以“我的中国梦”为主题的演讲比赛，最后确定 7 名同学参加决赛，他们的

决赛成绩各不相同，其中李华已经知道自己的成绩，但能否进前四名，他还必须清楚这七名同学成绩的

（    ） 

A．众数    B．平均数   C．中位数   D．方差 

2．已知一个布袋里装有 2 个红球，3 个白球和 a 个黄球，这些球除颜色外其余都相同．若从该布袋

里任意摸出 1 个球，是红球的概率为
1

3
，则 a 等于（    ） 

A．1    B．2    C．3    D．4 

3．为了估计湖中有多少条鱼，先从湖中捕捉 50 条鱼做记号，然后放回湖里，经过一段时间，等带

记号的鱼完全混于鱼群之中，再第二次捕捞鱼共 200 条，有 10 条做了记号，则估计湖里有（    ）条

鱼． 

A．400    B．500    C．800    D．1000 

4．下列事件是必然事件的是（    ） 

A．抛掷一次硬币，正面朝上  

B．任意购买一张电影票，座位号恰好是“7 排 8 号” 

C．某射击运动员射击一次，命中靶心 

D．13 名同学中，至少有两名同学出生的月份相同 
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5．已知甲、乙两组数据如茎叶图所示，若它们的中位数相同，平均数也相同，则图中的 m,n 的比值

m

n
＝（    ） 

 

A．1    B．
1

3
    C．

2

9
    D．

3

8
 

6．向图中边长为 2 的正方形中，随机撒一粒黄豆，则黄豆落在图中阴影部分的概率为（    ） 

  

A．
1 2ln 2

4

+
  B．

ln 2

2
    C．

2 ln 2

4

+
   D．

2 ln 2

4

−
 

7．如图所示的茎叶图表示甲、乙两人在 5 次综合测评中的成绩，其中一个数字被污损，则甲的平

均成绩不低于乙的平均成绩的概率为________． 

 

8．已知盒中装有 3 只螺口灯泡与 7 只卡口灯泡，这些灯泡的外形与功率都相同且灯口向下放着，

现需要一只卡口灯泡，电工师傅每次从中任取一只并不放回，则在他第 1次抽到的是螺口灯泡的条件下，

第 2 次抽到的是卡口灯泡的概率是________． 

9．甲、乙、丙三个同学一起参加某高校组织的自主招生考试，考试分笔试和面试两部分，笔试和面

试均合格者将成为该高校的预录取生(可在高考中加分录取)，两次考试过程相互独立．根据甲、乙、丙

三个同学的平时成绩分析，甲、乙、丙三个同学能通过笔试的概率分别是 0.6、0.5、0.4，能通过面试的

概率分别是 0.6、0.6、0.75． 

（1）求甲、乙、丙三个同学中恰有一人通过笔试的概率； 

（2）求经过两次考试后，至少有一人被该高校预录取的概率． 
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10．某卫视的大型娱乐节目现场，所有参加的节目都由甲、乙、丙三名专业老师投票决定是否通过

进入下一轮，甲、乙、丙三名老师都有“通过”“待定”“淘汰”三类票各一张，每个节目投票时，甲、乙、

丙三名老师必须且只能投一张票，每人投三类票中的任意一类票的概率均为
1

3
，且三人投票相互没有影

响，若投票结果中至少有两张“通过”票，则该节目获得“通过”，否则该节目不能获得“通过”． 

（1）求某节目的投票结果获“通过”的概率； 

（2）记某节目投票结果中所含“通过”和“待定”票票数之和为 X ，求 X 的分布列和数学期望． 
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第四部分 高等数学 

考点一 一元函数微积分 

一、考点回顾 

（一）极限与连续 

1．极限的概念 

（1）数列的极限 

lim n
n

y A
→

= ，称数列 ny 以常数 A 为极限;或称数列 ny 收敛于 A． 

定理:若 ny 的极限存在  ny 必定有界． 

（2）函数的极限 

①当 x →时， ( )f x 的极限： 

lim ( )
lim ( )

lim ( )

x

x

x

f x A
f x A

f x A

→−

→

→+

= 
 =
=


 

②当 0x x→ 时， ( )f x 的极限： 

0

lim ( )
x x

f x A
→

=  

左极限：
0

lim ( )
x x

f x A
−→

=  

右极限：
0

lim ( )
x x

f x A
+→

=  

③函数极限存的充要条件： 

定理：
0 0 0

lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x A f x f x A
− +→ → →

=  = =  

（3）无穷大量和无穷小量 

无穷大量： lim ( )f x = +，称在该变化过程中 ( )f x 为无穷大量． 

X 再某个变化过程是指： 

, , ,x x x→− →+ →
0 0 0, ,x x x x x x− +→ → →  

无穷小量： lim ( ) 0f x = ，称在该变化过程中 ( )f x 为无穷小量． 

无穷大量与无穷小量的关系： 

定理：
1

lim ( ) 0 lim ,( ( ) 0)
( )

f x f x
f x

=  = +   
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无穷小量的比较： lim 0, lim 0 = =  

①若 lim 0



= ，则称β是比α较高阶的无穷小量； 

②若 lim c



= （c 为常数），则称β与α同阶的无穷小量； 

③若 lim 1



= ，则称β与α是等价的无穷小量，记作：β～α； 

④若 lim



= ，则称β是比α较低阶的无穷小量． 

定理：若： 1 1 2 2~ ~   ， ；则： 1 1

2 2
lim lim

 

 
=  

2．两面夹定理 

数列极限存在的判定准则： 

设 n n ny x z  （n=1，2，3，…），且 lim limn n
n n

y z a
→ →

= = ，则 lim n
n

x a
→

=  

函数极限存在的判定准则： 

设 对 于 点 x0 的 某 个 邻 域 内 的 一 切 点 （ 点 x0 除 外 ）， 有 ( ) ( ) ( )g x f x h x  ， 且

0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

g x h x A
→ →

= = ，则：
0

lim ( )
x x

f x A
→

=  

3．极限的运算规则 

若： lim ( ) , lim ( )u x A v x B= =  

则：① lim[ ( ) ( )] lim ( ) lim ( )u x v x u x v x A B =  =   

② lim[ ( ) ( )] lim ( ) lim ( )u x v x u x v x A B =  =   

③
( ) lim ( )

lim
( ) lim ( )

u x u x A

v x v x B
= = (lim ( ) 0)v x   

推论： 

① 1 2lim[ ( ) ( ) ( )]nu x u x u x  L  

1 2lim ( ) lim ( ) lim ( )nu x u x u x=   L  

② lim[ ( )] lim ( )c u x c u x =   

③ lim[ ( )] [lim ( )]n nu x u x=  

4．两个重要极限 

（1）
0

sin
lim 1
x

x

x→
= 或

( ) 0

sin ( )
lim 1

( )x

x

x



→
=  
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（2）
1

lim(1 )x

x
e

x→
+ =   

1

0
lim(1 ) x

x
x e

→
+ =  

5．间断点 

（1）第一类间断点 

①可去间断点： ，而 在 无定义或有定义但 ，则称 为 的可

去间断点． 

②跳跃间断点：若函数 在点 的左、右极限都存在，但 ，则称 为 的

跳跃间断点． 

第一类间断点的左、右极限都存在． 

(2)第二类间断点 

其他形式的间断点，使得左、右极限至少有一侧不存在的间断点，都是第二类间断点． 

（二）导数与微分 

1．导数的定义 

设函数 在点 的某邻域内有定义，自变量 在 处有增量 ，相应地函数增量

．如果极限 存在，则称此极限值为函数

在 处的导数（也称微商）． 

记作 ，或 ， ， 等． 

并称函数 在点 处可导．如果上面的极限不存在，则称函数 在点 处不可导． 

导数定义的另一等价形式，令 ， ， 

则  

我们也引进单侧导数概念． 

右导数：  

左导数：  

则有 在点 处可导 在点 处左、右导数皆存在且相等． 

在讨论分段函数在分界点 x0 处的可导性时，要用上述结论． 

2．导数的几何意义 

0

lim ( )
x x

f x A
→

= ( )f x 0x
0

lim ( )
x x

f x A
→


0x f

f 0x
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
+ −→ →


0x f

( )xfy =
0x x

0x x

( ) ( )00 xfxxfy −+=
( ) ( )

x

xfxxf

x

y

xx 

−+
=





→→

00

00
limlim

( )xf
0x

( )0xf 
0xx

y
=


0xxdx

dy

=

( )

0xxdx

xdf

=

( )xfy =
0x ( )xfy =

0x

xxx += 0 0xxx −=

( )
( ) ( )

0

0
0

0

lim
xx

xfxf
xf

xx −

−
=

→

( )
( ) ( ) ( ) ( )

x

xfxxf

xx

xfxf
xf

xxx 

−+
=

−

−
=

++ →→
+

00

0
0

0

0 limlim
0

( )
( ) ( ) ( ) ( )

x

xfxxf

xx

xfxf
xf

xxx 

−+
=

−

−
=

−− →→
−

00

0
0

0

0 limlim
0

( )xf
0x ( )xf

0x
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函数 y＝f(x)在点 x＝x0 处的导数值就是曲线 y＝f(x)在点(x0，f(x0))处的切线的斜率，其切线方程是 y

－f(x0)＝f′(x0)(x－x0)． 

3．导函数 

（1）函数在区间上的可导性 

若函数 f(x)在区间（a，b）内每一点都可导，则称 f(x)在（a，b）内可导．若 f(x)在开区间（a，

b）内可导，且 f(x)既在点 x=a处可导，又在点 x=b处可导（即 ( )f a+
 与 ( )f b−

 都存在），则称 f(x)在闭

区间[a，b]上可导． 

（2）导函数 

若 f(x)在区间 I 可导，则 x I  都对应着 f(x)的一个确定的导数值 ( )f x ，这就构成一个新的函

数，叫做 y=f(x)的导函数，简称导数，双叫一阶导数．记为 y或
( )

( ), ,
dy df x

f x
dx dx

 ． 

4．导数与函数单调性的关系 

(1)f′(x)>0是 f(x)为增函数的充分不必要条件，如函数 f(x)＝x3在(－∞，＋∞)上单调递增，但 f′(x)≥0． 

(2)f′(x)≥0 是 f(x)为增函数的必要不充分条件，当函数在某个区间内恒有 f′(x)＝0 时，则 f(x)为常

函数，函数不具有单调性． 

5．函数的极值与最值 

(1)函数的极值是局部范围内讨论的问题，函数的最值是对整个定义域而言的，是在整个范围内讨论

的问题． 

(2)函数在其定义区间的最大值、最小值最多有一个，而函数的极值可能不止一个，也可能没有． 

(3)闭区间上连续的函数一定有最值，开区间内的函数不一定有最值，若有唯一的极值，则此极值一

定是函数的最值． 

6．微分的定义 

设函数 在点 处有增量 时，如果函数的增量 有下面的表达

式 

 

其中 为与 无关， 是 时比 高阶的无穷小． 

则称 在 处可微，并把 中的主要线性部分 称为 在 处的微分，记以

或  

我们定义自变量的微分 就是 ． 

7．可导与可微的关系 

在 处可微 在 处可导． 

( )xfy =
0x x ( ) ( )00 xfxxfy −+=

( ) ( )xxxAy += 00
( )0→x

( )0xA x ( )x0 0→x x

( )xf
0x y ( ) xxA 0

( )xf
0x

0xx
dy

=
( )

0xx
xdf

=

dx x

( )xf
0x ( )xf

0x
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且  

一般地， 则  

所以导数 也称为微商，就是微分之商的含义． 

8．可导与连续 

f(x)在点 x0处可导，则 f(x)在点 x0处连续；反之，f(x)在点 x0处连续，f(x)在点 x0处不一定可导，

如 f(x)=︱x︱在 x=0处连续但不可导． 

9．可导与微分表 

 

1( )x x  − = （ 实常数）
1d( )x x dx  −= （ 实常数） 

；  

；  

；  

；  

；  

；  

用微分表示 ( )dy f u du= 其中 u 可以是自变量，也可以是另一变量的可微函数，这就是一阶微分形

式不变性． 

（1）反函数求导法则 

设 y=f(x)在区间 xI 内可导且 ( ) 0f x  ，y=f(x)的值域为区间
yI ，则 y=f(x)的反函数 ( )x y= 在

yI

可导，且
1

( )
( )

y
f x

 =


． 

（2）隐函数求导法 

设 是由方程 所确定，求 的方法如下： 

把 两边的各项对 求导，把 看作中间变量，用复合函数求导公式计算，然后再解出

的表达式（允许出现 变量） 

( ) ( )dxxfxxA
xx

dy 00

0

==
=

( )xfy = ( )dxxfdy =

( )
dx

dy
xf =

( ) 0=


c ( ) 0=cd

( ) xx cossin =
 xdxxd cossin =

( ) xx sincos −=
 xdxxd sincos −=

( )
ax

xa
ln

1
log =

 ( )1,0  aa
ax

dx
xd a

ln
log = ( )1,0  aa

( )
x

x
1

ln =


dx
x

xd
1

ln =

( ) aaa xx ln=


( )1,0  aa adxada xx ln= ( )1,0  aa

( ) xx ee =


dxede xx =

( )xyy = ( ) 0, =yxF y

( ) 0, =yxF x y

y y
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例如， ， ，  

(3)对数函数求导法 

先对所给函数式的两边取对数，然后再用隐函数求导方法得出导数 ． 

对数求导法主要用于： 

①幂指函数求导数 

②多个函数连乘除或开方求导数 

关于幂指函数 常用的一种方法 这样就可以直接用复合函数运算法则进

行． 

关于分段函数求分段点处的导数，常常要先讨论它的左、右两侧的导数． 

(4)由参数方程确定函数的求导方法 

设
( )

( )

x t

y t





=


=
， ( ), (t)t  可导，且 ( ) 0t  ，则

( )

( )

du

dy tdt
dxdx t

dt






= =


 

10．中值定理 

（1）罗尔中值定理：若函数 f(x)在[a，b]上连续，在(a，b)上可导，且 f(a)=f(b)，则存在ξ∈(a，b)，

使  

（2）Lagrange 中值定理：若 f(x)在[a，b]上连续，在(a，b)上可导，则存在ξ∈(a，b)，使

 

（3）若函数 f(x)．g(x)在[a，b]上连续，在(a，b)上可导，且 g(x)≠0，则存在ξ∈(a，b)，使

 

（三）积分 

1．不定积分的概念： 

设 ( )f x ， x I ，若存在函数 ( )F x ，使得对任意 x I 均有 ( ) ( )F x f x =  

或 ( ) ( )dF x f x dx= ，则称 ( )F x 为 ( )f x 的一个原函数． 

( )f x 的全部原函数称为 ( )f x 在区间 I 上的不定积分，记为 ( ) ( )f x dx F x C= +  

注：（1）若 ( )f x 连续，则必可积；（2）若 ( ), ( )F x G x 均为 ( )f x 的原函数，则 ( ) ( )F x G x C= + ．故

不定积分的表达式不唯一． 

2．不定积分性质： 

122 =+ yx 022 =+ yyx
y

x
y −= ( )0y

y

( )  ( )xg
xfy =

( ) ( )xfxgey ln=

.0)(' =f

.
)()(

)('
ab

afbf
f

−

−
=

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

f b f a f

g b g a g





−
=

−
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性质 1： ( ) ( )
d

f x dx f x
dx

  =
  或 ( ) ( )d f x dx f x dx  =

  ； 

性质 2： ( ) ( )F x dx F x C = + 或 ( ) ( )dF x F x C= + ； 

性质 3： [ ( ) ( )] ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx    =    ， ,  为非零常数． 

3．不定积分计算方法： 

（1）第一换元积分法（凑微分法） 

设 ( )f u 的原函数为 ( )F u ， ( )u x= 可导，则有换元公式： 

( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ( ))f x x dx f x d x F x C     = = +   

（2）第二类换元积分法 

设 ( )x t= 单 调 、 可 导 且 导 数 不 为 零 ， [ ( )] ( )f t t  有 原 函 数 ( )F t ， 则

1( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( ))f x dx f t t dt F t C F x C  −= = + = +   

（3）分部积分法 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x dx u x dv x u x v x v x du x = = −    

使用原则： 

（1）由 易求出 ； 

（2） （ ）比 （ ）好求 

一般经验：按“反，对，幂，指，三”的顺序，排前者取为 ，排后者取为  

（4）有理函数积分 

若有理函数为假分式，则先将其变为多项式和真分式的和；对真分式的处理按情况确定． 

4．定积分定义 

如果函数 f（x）在区间[a，b]上连续，用分点将区间[a，b]等分成 n 个小区间，在每个小区间上任取

一点 ξi（i＝1，2，…，n），作和式∑
n

i＝1
f（ξi）Δx．当 n→∞时，上述和式无限接近于某个常数，这个常数叫

作函数 f（x）在区间[a，b]上的定积分，记作 ，即 ＝lim
n→∞

∑
n

i＝1

b－a

n
f（ξi），其中 f（x）

称为被积函数，x 称为积分变量，f（x）dx 称为被积式，[a，b]为积分区间，a 为积分下限，b 为积分上

限，“ʃ”称为积分号． 

5．定积分的性质 

( ) 0
a

a
f x dx =  

b

a
dx b a= −  

( ) ( )
b a

a b
f x dx f x dx= − 

 

v v

dv u du v x du v duv x

u v

( )
b

a
f x dx ( )

b

a
f x dx
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( ) ( )
b b

a a
kf x dx k f x dx=   

( ) ( ) ( )
b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx= +    

 ( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx =     

在区间 ,a b
恒有 ( ) 0f x  ，则 ( ) 0

b

a
f x dx   

( ) ( ), ( ) ( )
b b

a a
f x g x f x dx g x dx    

( ) ( )
b b

a a
f x dx f x dx   

( ) , [ , ]m f x M x a b   ，则 ( ) ( ) ( )
b

a
m b a f x dx M b a−   −  

定积分中值定理： ( )f x 在[ , ]a b 连续，至少存在一个 [ , ]a b  ，使  

( )f x 为奇函数，则 ( ) 0
a

a
f x dx

−
= ； ( )f x 为偶函数，则

0
( ) 2 ( )

a a

a
f x dx f x dx

−
=   

6．微积分基本定理 

一般地，如果 f（ x）是区间 [a， b]上的连续函数，并且 ，那么

．这个结论叫作微积分基本定理，又叫作牛顿——莱布尼茨公式．可以把

记为 ，即 ． 

二、考题预测 

（一）极限与连续 

1．计算：
2 2 1 1

lim[ ( )]
1 2n

n
n n n→+
− −

+ +
=_________． 

2．数列 }{ na 中，若 11 =a ，
nnn aa

2

1
1 =+ + （

*Nn ），则 =+++
→

)(lim 221 n
n

aaa  ________． 

3．已知
2

[1 4 7 (3 2)]
lim 6

7 5 2n

a n

n n→

+ + + + −
=

− −
，则 a=________． 

4．设函数








+


+

=

)0()2(log

)0(
)(

2

2

xx

x
x

mxx
xf 是 R 上的连续函数，则实数 m 的值为（    ）． 

A．－1    B．0     C．1     D．2 

5．f(x)在 x0 处连续，是 f(x0)有定义的（    ）条件． 

A．充分不必要       B．充要 

C．必要不充分       D．既不充分也不必要 

'( ) ( )F x f x= ( )
b

a
f x dx

( ) ( )F b F a= − ( )F b ( )F a−

( ) |baF x ( ) ( ) | ( ) ( )
b

b

a
a

f x dx F x F b F a= = −
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6．要使函数
2

2

3 2
( )

1

x x
f x

x

+ +
=

−
在点 x=-1 处连续，则对 f(x)可以补充的一个条件是（    ）． 

A．当 x=-1 时，
1

( )
2

f x =      B．当 x=-1 时，
1

( )
2

f x = −  

C．当 x=l 时，
1

( )
2

f x = −      D．当 x=1 时，
1

( )
2

f x =  

7．下列函数有界的是（    ）． 

A．𝑦 = 𝑥   B．𝑦 = 𝑒𝑥   C．𝑦 =
1

𝑥
(−∞，− 1)  D．𝑦 = ln 𝑥 

8．
( 1)( 2)

lim 4
2 3n

an bn

n→

− +
= −

+
，求 ,a b ． 

 

 

 

 

 

 

 

 

9．
2

lim 1

n

n n

−

→

 
+ 

 
=_________． 

10．计算 =_________．

 

（二）导数与微分 

1．曲线 y＝e
－5x＋2 在点(0，3)处的切线方程为__________． 

2．已知函数 y＝f(x)的导函数为 f′(x)且 f(x)＝x2f′(
π

3
)＋sinx，则 f′(

π

3
)＝________． 

3．若曲线 f(x)＝xsinx＋1 在 x＝
π

2
处的切线与直线 ax＋2y＋1＝0 互相垂直，则实数 a＝_________． 

4．设函数 由方程 ，则 （    ）． 

A．
1

1 cos y+
   B．

1

1 sin y+
   C．

1

1 cos y

−

+
   D．

1

1 sin y

−

+
 

5．函数 f(x)的定义域是 R，f(0)＝2，对任意 x∈R，f(x)＋f′(x)>1，则不等式 ex·f(x)>ex＋1 的解集为

_________． 

6．函数 f(x)＝x3＋3ax2＋3[(a＋2)x＋1]有极大值又有极小值，则 a 的取值范围是________． 

3
lim ( )

1

x

x

x

x→+

+

+

)(= xfy sin 0y x y+ + =
dy

dx
=
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7．已知函数 ( ) ln ( )f x x a x a R= −  ． 

（1）当 1a = 时，求曲线 ( )f x 在 1x = 处的切线方程； 

（2）设函数 ( ) ( )
1 a

h x f x
x

+
= + ，求函数 ( )h x 的单调区间． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8．设 Rba , ，函数 axaexf x −−= ln)( ，其中e 是自然对数的底数，曲线 )(xfy = 在点 ))1(,1( f

处的切线方程为 0)1( =+−− byxe ． 

（1）求实数 ba, 的值； 

（2）求证:函数 )(xfy = 存在极小值； 

（ 3 ）若 ),
2

1
[ +x ，使得不等式 0ln −−

x

m
x

x

e x

成立，求实数 m 的取值范围． 
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（三）积分 

1． 4

0

cos 2

cos sin

x
dx

x x



+ =（    ）． 

A．2( 2 1)−   B． 2 1+    C． 2 1−    D．2 2−  

2．已知函数 y＝x2 与 y＝kx(k＞0)的图象所围成的阴影部分的面积为
9

2
，则 k 等于（    ）． 

A．2    B．1    C．3    D．4 

3．曲线 2y x= 与直线 y x= 所围成的封闭图形的面积为________． 

4．如图，由函数 f(x)＝ex－e 的图象，直线 x＝2 及 x 轴所围成的阴影部分面积等于（    ）． 

 

A．e2－2e－1   B．e2－2e   C．
e2－e

2
    D．e2－2e＋1 

5． 2

2

cosx xdx



−

= （    ）． 

A．     B．2    C．    D．0 

6．
3 1

( )x dx
x

− =________． 

 2－
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考点二 线性代数 

一、考点回顾 

（一）行列式的概念和基本性质 

1．基本概念 

定义 1 排列：由 排成的一个有序数组，称为一个 阶排列．例如：2，3，1 即为一个三阶

排列． 

定义 2 逆序与逆序数：在一个 阶排列中，如果一个大数排在小数之前，则称这两个数构成一个逆

序．一个排列中的逆序总数称为这个排列的逆序数．排列 的逆序数记为 ( )njjj 21 ．逆

序数为奇数的排列称为奇排列，逆序数为偶数的排列称为偶排列．例如：排列 2，3，1 中 3，1 即为一个

逆序，此外还有 2，1．因此，该排列的逆序数为 2，是一个偶排列． 

定义 3 行列式： 阶行列式 

 

定义为所有取自于不同行不同列的 个元素的乘积 

（1．1） 

的代数和，每个项前面带有正负号，（1．1）所带正负号由 确定，即 

，（1．2） 

其中 表示对所有 阶排列求和． 

(1．2)称为 阶行列式的完全展开式，（1．1）称为完全展开式的一般项． 

定义 4 余子式与代数余子式：把行列式 中元素 所在的 行元素和 列

元素去掉，剩下的 行和 列元素按照元素原来的排列次序构成的 阶行列式，称为元素

的余子式，记为 ，称 为元素 的代数余子式． 

定义 5 设有 阶行列式 

n，， ,21 n

n

njjj 21

n

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa









21

22221

11211

n

nnjjj aaa 
21 21

( )njjj 21)1(


−

n

n

n

njj

jjj

j

jjj

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

aaa















2

21

1

21

21

)(

21

22221

11211

)1( −=



njjj 21

n

n

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

D









21

22221

11211

= ija i j

1−n 1−n 1−n ija

ijM
ij

ji

ij MA +−= )1( ija

n
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， 

称 阶行列式 

 

为 的转置行列式，记为 或者 ． 

2．行列式的基本性质 

性质 1 行列式的值等于其转置行列式的值，即 ． 

性质 2 将行列式中任意两行（列）位置互换，行列式的值反号． 

性质 3 若行列式中两行（列）对应元素相同，行列式值为零． 

性质 4 若行列式中某一行（列）有公因子 ，则公因子 可提取到行列式符号外，即 

． 

性质 5 行列式中若一行（列）均为零元素，则此行列式值为零 

性质 6 行列式中若两行（列）元素对应成比例，则行列式值为零 

（二）矩阵 

1．矩阵的定义 

由数域 中 mn 个数 （ ）排成的 m 行 n 列的矩形数表 

 

称为数域 上的一个 m×n 矩阵，可以写作 在不需要表示出矩阵的元素时，也可以写

作 ． 

2．矩阵的线性运算 

（1）加法：设 与 是两个同型矩阵，称 矩阵 为矩阵

与矩阵 的和，记为 ． 

（2）运算规律：设 ， ， ， 都是 矩阵，则矩阵的加法满足下面的运算规律： 

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

D









21

22221

11211

=

n

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa









21

22212

12111

D TD 'D

TDD =

k k

nnnn

snss

n

aaa

kakaka

aaa











21

21

11211

nnnn

snss

n

aaa

aaa

aaa

k











21

21

11211

=

F aij njmi ,,2,1;,,2,1 LL ==





















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa









21

22221

11211

F .)( nmijaA =

nmA 

( )s na = ijA ( )s nb = ijB s n ( )ij s na b = + ijC

A B +A B

A B C 0 s n



成师之路  格木相助 

107   

① ； 

② ； 

③ ； 

④ ． 

（3）数乘： 

设 是数域 上的矩阵， 是数域 上的一个数，称 矩阵 为数 与矩阵

的数量乘积，简称数乘，记为 ． 

（4）乘法 

定义：设 都是数域 F 上的矩阵．记 矩阵 ， (其中

)，称矩阵 为矩阵 与矩阵 的乘积，记作 ． 

运算规律：若 、 、 满足可乘条件，则 

结合律： ； 

分配律： ， ； 

； 

． 

（5）矩阵的逆矩阵 

定义：设 为 阶矩阵，若存在 阶矩阵 使得 ，则称矩阵 是可逆矩阵或非奇异

矩阵，矩阵 称为矩阵 的逆矩阵，记做 ． 

性质： 

若矩阵 可逆，则逆矩阵 是唯一的，记为 ．当矩阵 可逆时，逆矩阵 也可逆且 ； 

②若矩阵 可逆，则矩阵 也可逆且 ； 

③若 ， 都是 阶可逆矩阵，则 也可逆且 ； 

④若矩阵 可逆， 为任意非零的数，则 可逆且 ． 

（二）齐次线性方程组 

  （a） 

+ = +A B B A

( ) ( )+ + = + +A B C A B C

+ = + =0 0A A A

( )+ − = 0A A

( )s na = ijA F k F s n ( )ij s nka  k A

kA

( ) , ( )ik s m kj m na b = =A B s n ( )ij s nc =C

1 1 2 2

1

m

ij i j i j im mj ik kj

k

c a b a b a b a b
=

= + + + = C A B =C AB

A B C

( ) ( )=AB C A BC

( )+ = +A B C AC BC ( )+ = +C A B CA CB

( ) = ( ) = ( )k k kAB A B A B

= ( ) = ( )k k kA E A A E

A n n B = =AB BA E A

B A BA =−1

A B 1−
A A -1

A
1 1( )− − =A A

A T
A

1 1( ) ( )T T− −=A A

A B n AB
1 1 1( )− − −=AB B A

A k kA
1 11

( )k
k

− −=A A

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0

0

0

n n

n n

s s sn s

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

+ + + =


+ + + =


 + + + =

L

L

L L L L L L L L L L L

L
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1．解的性质 

（1）方程组（a）的两个解的和还是方程组（a）的解； 

（2）方程组（a）的一个解的倍数还是方程组（a）的解． 

2．基础解系 

（1）齐次线性方程组（a）的一组解 称为（a）的一个基础解系，如果 

1）方程组（a）的任何一个解都能表成 的线性组合； 

2） 线性无关． 

（2）在齐次线性方程组（a）有非零解的情况下，它有基础解系，并且基础解系所含解的个数等于

，这里 表示系数矩阵的秩． 

（三）非齐次线性方程组 

  （b） 

1．线性方程组有解的判别定理 

线性方程组（b）有解的充分必要条件为它的系数矩阵 与增广矩阵

有相同的秩． 

2．方程组 Ax=b（A 为 m×n 矩阵）解的情况： 

( ) ( )r A r A n= = 有唯一解 

( ) ( )r A r A n=  有无穷多解 

( ) 1 ( )r A r A+ = 无解，即 b 不能由 A 的列向量线性表出． 

3．解的性质 

（1）线性方程组（b）的两个解的差是它的导出组（a）的解． 

（2）线性方程组（b）的一个解与它的导出组（a）的一个解之和还是线性方程组（b）的解． 

（3）如果 是线性方程组（b）的一个特解，那么方程组（b）的任一个解 都可表示成 ，

其中 是导出组（a）的一个解． 

1 2, , , t  L

1 2, , , t  L

1 2, , , t  L

n r− r

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

s s sn s s

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =


+ + + =


 + + + =

L

L

L L L L L L L L L L L

L

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

s s sn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 =
 
 
 

L

L

L L L L

L

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

n

n

s s sn s

a a a b

a a a b
A

a a a b

 
 
 =
 
 
 

L

L

L L L L L

L

0  0  = +





成师之路  格木相助 

109   

二、考题预测 

1．设行列式
a a

a a

11 12

21 22

=m，
a a

a a

13 11

23 21

=n，则行列式
a a a

a a a

11 12 13

21 22 23

+

+
等于（    ）． 

A．m+n    B．-(m+n)   C．n-m    D．m-n 

2．设矩阵 A=

1 0 0

0 2 0

0 0 3
















，则 A-1 等于（    ）． 

A．

1

3
0 0

0
1

2
0

0 0 1























  B．

1 0 0

0
1

2
0

0 0
1

3























  C．

1

3
0 0

0 1 0

0 0
1

2



















  D．

1

2
0 0

0
1

3
0

0 0 1























 

3．设 A=

















−−−
−−
−−
−−

12433
02322
14533
34311

，R(A)等于（    ）． 

A．1    B．2    C．3    D．4 

4．a=1 是齐次方程组

1 2 3

1 2 3

2

1 2 3

0

2 0

4 0

x x x

x x ax

x x a x

 + + =


+ + =


+ + =

有非零解的（    ）． 

A．充分必要条件       B．充分而非必要条件 

C．必要而非充分条件      D．既非充分又非必要条件 

5．设

















=

300

050

004

A ，则 =− −1)2( EA ___________． 

6．矩阵

















−
−

−−
−−

34732
03823
42021
73132

的秩为__________． 

7．试计算行列式

3 1 1 2

5 1 3 4

2 0 1 1

1 5 3 3

−

− −

−

− −

． 
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8．计算行列式

baba

abab

baba

+

+

+

的值． 

 

 

 

 

 

 

 

9．已知矩阵 A＝

1 1 1

0 1 1

0 0 1

 
 
 
  

，则矩阵 A 的逆矩阵 A
－１为（    ）． 

A．

1 1 0

0 1 1

0 0 1

 
 

−
 
  

       B．

1 1 0

0 1 1

0 0 1

− 
 
 
  

 

C．

1 1 0

0 1 1

0 0 1

− − 
 

−
 
  

      D．

1 1 0

0 1 1

0 0 1

− 
 

−
 
  

 

10．设

















=

300

020

001

A ，

















=

130

010

001

B ，则 1)( −AB =（    ）． 

A．























−
3

1

2

3
0

0
2

1
0

001

       B．























−
3

1
30

0
2

1
0

001

 

C．



















−1
3

1
0

020

001

       D．



















−
3

2
30

020

100
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11．求为_______时，方程组

1 2 3

1 2 3

1 2 3

0

0

3 0





+ + =


+ + =
 − + =

x x x

x x x

x x x

有非零解． 
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考点三 空间解析几何  

（一）平面 

1.平面的方程 

（1）点法式 

（2）一般式 

0Ax By Cz D+ + + = （ , ,A B C 不全为 0）其中法向量为 { , , }n A B C=  

一般方程的几种特殊情况 

① ,平面通过坐标原点. 

②  

③ ,平面平行于 xoy 坐标面. 

④ ,平面平行于 xoz 坐标面. 

⑤ ,平面平行于 yoz 坐标面. 

(3)截距式 

一般方程 中，令 ，代入一般方程可得

，为平面方程的截距式. 

2.确定平面方程的两个基本思路 

（1）已知平面上一点 0 0 0( , , )M x y z 和平面的法向量 { , , }n A B C= ，则平面被确定，方程利用

一般式即可求得. 

（2）已知平面上一点 0 0 0( , , )M x y z 和两个与平面平行且不共线的向量 1 1 1{ , , }m x y z= ，

2 2 2{ , , }n x y z= ，则平面完全被确定方程为

0 0 0

1 1 1

2 2 2

0

x x y y z z

x y z

x y z

− − −

= 。 

3.两个平面间的关系 

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2: 0, : 0A x B y C z D A x B y C z D + + + =  + + + = ,则 

1 ∥ 2 1 1 1 1

2 2 2 2

A B C D

A B C D
 = =   

1 2 1 2 1 2 1 2 0A A B B C C ⊥  + + =  

1 的 2 夹角 （法向量间的夹角，不大于 90度） 

0D =

0
0,

0

D x
A

D

=
= 



，平面通过 轴，

，平面平行于x轴

0A B= =

0A C= =

0B C= =

0Ax By Cz D+ + + = , ,
D D D

A B C
a b c

= − = − = −

1
x y z

a b c
+ + =
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1 2
1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 2 1 1 1 2 2 2

cos
n n A A B B C C

n n A B C A B C


 + +
= =

+ + + +
 

等级：★ 

例 1．研究以下各组里两平面关系的位置关系 

（1） 01-3zy      0,1z-2yx- =+=++  

（2） 01224,012 =−−+−=−+− zyxzyx  

等级：★ 

例 2．已知两平面 

019113202467m =−+−=−−+ zmyxzyx ：与平面：  互相垂直，求 m的值。 

 

 

（二）直线 

1.直线的方程 

（1）一般式（交面式） 

1 1 1 1

2 2 2 2

0,

0,

A x B y C z D

A x B y C z D

+ + + =


+ + + =
其中 1 1 1{ , , }A B C 与 2 2 2{ , , }A B C 不平行. 

（2）对称式（标准式） 

0 0 0x x y y z z

l m n

− − −
= = ，其中{ , , }l m n 为直线的方向向量. 

（3）参数式 

0

0

0

,

,

.

x x tl

y y tm

z z tn

= +


= +
 = +

 

2.确定直线方程的两个基本思路 

（1）两个不平行的直线相交于一条直线可用一般式确定直线方程. 

（2）已知直线 L 上一点 M 以及直线 L 的方向向量{l,m,n}可利用对称式和参数式确定直线 L 的方

程. 

等级：★★ 

例 3．用标准式及参数式表示直线




=++−

=+++

0432

01   

zyx

zyx
 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.两条直线间的关系 
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设 1 1 1
1

1 1 1

:
x x y y z z

L
l m n

− − −
= = , 2 2 2

2

2 2 2

:
x x y y z z

L
l m n

− − −
= = ,则 

1L ∥ 2L 1 1 1

2 2 2

l m n

l m n
 = = ，且 1 1 1( , , )x y z 不满足 2L 的方程. 

1 2 1 2 1 2 1 2 0L L l l m m n n⊥  + + =  

1L 的 2L 夹角 （方向向量间的夹角，不大于 90度） 

1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 2 2

cos
l l m m n n

l m n l m n


+ +
=

+ + + +
 

等级：★★ 

例 4．求直 1L 线
12

2

2
:

1

3

41

1
:L 21

−
=

−

+
=

+
=

−
=

− zyx
L

zyx
和 的夹角。 

 

 

 

例 5．求以下两直线的夹角

 

1

3

41

1
:1

+
=

−
=

− zyx
L

  




=+

=++

02

02
:2

zx

yx
L

 

4.直线与平面的位置关系 

直线和它在平面投影直线所夹锐角 称为直线与平面的夹角.当直线与平面垂直时，规定夹角为 . 

0 0 0:
x x y y z z

L
l m n

− − −
= = ， : 0Ax By Cz D + + + = ， { , , }, { , , }s l m n n A B C= = ，则 

（1）L∥ s n ⊥ ，即 0Al Bm Cn+ + = 且 0 0 0 0Ax By Cz D+ + +   

（2）L⊥ s ∥ n ，即
A B C

l m n
= =  

（3）L与的夹角 ,
2

s n


 = −  ，
2 2 2 2 2 2

sin
Al Bm Cn

A B C l m n


+ +
=

+ + + +
 

 

等级：★★ 

2


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例 6．直线
4

3

1

2

3

2-x
:L

−

−
=

+
=

zy
与平面 3=++ zyx： 的位置关系是。 

 

 

例 7．求过点（1，-2，4）且与平面 0432 =−+− zyx 垂直的直线的方程 

 

 

（三）曲面方程 

1.球面方程 

2 2 2 2

0 0 0( ) ( ) ( )x x y y z z R− + − + − =  

2 旋转曲面 

以一条平面曲线绕其平面上的一条直线旋转一周所成的曲面称为旋转曲面.这条直线叫做旋转曲面

的轴. 

yoz 平面上的曲线 绕 z 轴旋转一周的曲面方程为 ； 

yoz 平面上的曲线 绕 y 轴旋转一周的曲面方程为 . 

3.柱面 

平行于定直线，并沿定曲线C移动的直线L所形成的曲面称为柱面.这条定曲线C 叫做柱面的准线，

动直线 L 叫做柱面的母线. 

 

4.二次曲面 

（1）椭球面 

方程： . 

①椭球面与三个坐标平面的交线： ， ， . 

②椭球面的几种特殊情况 

， ，旋转椭球面，由椭圆 绕 z轴旋转而成. 

③ ，为球面.方程可写为 . 

（2）抛物面 

① （ , >0）为椭圆抛物面. 

② 为旋转抛物面（由 xoz平面上的抛物线 绕它的轴旋转而成）. 

( , ) 0f y z = 2 2( , ) 0f x y z + =

( , ) 0f y z =
2 2( , ) 0f y x z + =

2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ + =

2 2

2 2
1

0

x y

a b

z


+ =


 =

2 2

2 2
1

0

x z

a c

y


+ =


 =

2 2

2 2
1

0

y z

b c

x


+ =


 =

a b=
2 2 2

1
x y z

a a c
+ + =

2 2

1
x z

a c
+ =

a b c= = 2 2 2 2x y z a+ + =

2 2

2 2

x y
z

p q
+ = p q

2 2

2 2

x y
z

p p
+ = 2 2x pz=
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③ 为双曲抛物面. 

（3）双曲面 

①单叶双曲面：  

②双叶双曲面：

2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ − = −  

（四）曲面的切平面与法线方程 

1.设曲面的方程为 ，在曲面上任取一条通过点 M 的曲线： 曲线在 M

处的切向量为 . 

切平面方程为 ， 

法线方程为  

等级：★★★ 

例 8．求球面 14222 =++ zyx 在点（1，2，3）处的切平面及法线方程。 

 

 

2.空间曲面方程形为 ，令 F(x,y,z)=f(x,y)-z，曲面在 M 处的切平面的法向量为:

. 

曲线在 M处的切平面的方程为 . 

曲线在 M处的法线方程为  

等级：★★★ 

例 9．求旋转抛物面 122 −+= yxz 在点（2，1，4）处的切平面及法线方程。 

 

 

2 2

2 2

x y
z

p q
− + =

2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ − =

( , , ) 0F x y z =

( )

: ( ) ,

( )

x x t

y y t

z z t

=


 =
 =

0 0 0( ( ), ( ), ( ))T x t y t z t  =

0 0 0( )( ) ( )( ) ( )( ) 0x y zF M x x F M y y F M z z− + − + − =

0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0( , , ) ( , , ) ( , , )x y z

x x y y z z

F x y z F x y z F x y z

− − −
= =

( , )z f x y=

0 0 0 0{ ( , ), ( , ), 1}x yn f x y f x y= −

0 0 0 0 0 0 0( , )( ) ( , )( )x yf x y x x f x y y y z z− + − = −

0 0 0

0 0 0 0( , ) ( , ) 1x y

x x y y z z

f x y f x y

− − −
= =

−


